Wasserreservoir-Management als Beispiel fur
stochastische, dynamische Optimierung

(entnommen aus: ”Linear quadratic dynamic programming for water reservoir management”, E.C.
Ozelkan et al., Applied Math. Modelling, vol.21)

Wasserreservoirs dienen zur
e Energieerzeugung

e Bewasserung

e Hochwasserschutz

Grundmodell

e diskrete Zeit mit endlichem Zeithorizont (indiziert durch £ = 0,1, - - -, K)
e Si - Zustandsraum (zum Zeitpunkt k), k =0,---, K,

e 1 --- Zustand des Systems zum Zeitpunkt k, z; € Si.

e (- - -Entscheidungsraum (zum Zeitpunkt k)

e uy - -- Kontrolle (Entscheidungsvariable)

e wy - - -Storgrofle, Zufallsvariable, w; kann von x; und u; abhangen, nicht

jedoch von wg_1,- -+, wy

Die Systemdynamik (i.e. Anderung des Zustandes mit der Zeit) wird durch

folgende Gleichung beschrieben
Trr1 = frlog, ug,wy], k=0, K —1

Die Menge der zulassigen Politiken besteht aus Folgen von Funktionen
7w = (fo, 1, -+, g —1), wobei . = Sp — Cj eine Entscheidungsfunktion ist,

die jedem Zustand zj, eine Kontrolle uy = pg(xi) € Ci(z)) zuordnet.
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Problemstellung:
Finde (bei gegebenen Anfangszustand zg) eine zulédssige Politik 7 | sodass

das Kostenfunktional

Jelan) = B {ax(an) + T anCans oyl

minimiert wird.
LQ-Modell:

lineare Systemdynamik:

Try1 = AT + By + Wy
S, CcR", CpcCcRR"™ Ay ---nxn—Matrix, Bj---n x m — Matrix
quadratische Kosten

K—1
IE {f/KQKfK + > (2,QrTr + ﬁszﬁk)’fO}
k=0

Weiters werden folgende Annahmen getroffen:
Q. - - - symmetrische, positiv semidefinite Matrizen
Ry, - - - symmetrische, positiv definite Matrizen
wy, - - - haben Erwartungswert 0, endliche Varianz, Verteilungen sind unabhangig
von T, und uy,
Erweiterungen des LQ-Modells:
”tracking problem”
Der Zustand des Systems soll moglichst einem vorgegebenen Zustandspfad

I, folgen. Es soll also folgendes Kostenfunktional minimiert werden:
/ K1 / /
B { e~ 20/ Qe — ) + 3 (0~ 2 Qi — 5 + TR
k=0
Anwenden der dynamischen Optimierung liefert folgende lineare optimale

Feedback-Losung:
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wobei Lj, durch
L, = —(B,;Mk_HBk + Rk)ilB/;Mk_HAk (1)

und die (symmetrischen und positiv semi-definiten) Matrizen M rekursiv

durch My := Qk und die Riccati-Gleichung
My = A [Myy1 — My Bi(Bi M1 By + Ri) ' BpMy | A + Qi (2)

gegeben sind.

Stationare Losung:

Falls die Matrizen Ayp, B, Qp,sowie R, unabhangig von der Zeit k£ sind,
dann strebt M}, gegen die Gleichgewichtslosung M, die die algebraische Riccati-
Gleichung

M=A"|M—-MBBMB+R)'BM|A+Q

erfullt.

Fiir einen entsprechend grofien Zeithorizont kann daher die optimale Poli-

tik durch

angenahert werden, wobei
L=—(BMB+R)'B'MA

gilt.

”policy tracking”
Eine weitere Verallgemeinerung besteht darin, dass nun die Kontrolle
vorgegebenen Zielwerten uj folgen soll und weiters der Erwartungswert des

Storterms von 0 verschieden ist, i.e. I[Ew, = u # 0.



Bei Wasserreservoir Management Problemen entsprechen die vorgebenen
Zielwerte der Kontrolle etwa einer idealen Wasserentnahme fiir Bewasserung,

Schiff-fahrt bzw. Energieerzeugung.

Der Storterm beschreibt zufallige Zufliisse, deren Erwartungswert positiv
ist.

Als Zielfunktional ist nun
— — / — — Kl — = \/ — — — — \/ — — —
B {@:K Qi — ) 5 (B — ) Qe — ) + (i — ) Ralily ukmxo}
zu minimieren, unter der Dynamik
Try1 = ArZ) + Bruy + Wy

—

wobei nun [Ew;, = [i.

Unter den Voraussetzungen
Ay, = I(= Einheitsmatrix) und Bpiiu,1 = Brug

ist durch die Transformation

das obige Problem aquivalent zu

K—1
min IE {(?jf( — Uk) Qr(Ux — Uk) + Y (U — Un) Qu(x — Ui) + %Rkﬁkﬂ%}
=0

unter der Dynamik
Ukr1 = Ui + Brvg + Z

wobei die 7 identisch, unabhiingig verteilt sind mit IEZ), = 0. (siche Ubungsbeispiel)



Als optimale feedback Losung erhalt man also
U = Li(¥k — G) = L(Z — Z)

bzw.
uy, :@—l— Lk(fk —@)
wobei Ly durch Gleichung (1) gegeben ist.

Anwendung auf Wasserreservoir Management

Lh+1 = maX{xmina min{l'maxa T+ (fk + yr — 6k) - uk}}

wobei
xp --- Wasserstand des Reservoirs
Tpnins Tmaz + -+ Minimaler / maximaler Wasserstand
fr ... Zufliisse in das Reservoir, Zufallsvariable
yr --- Niederschlage auf das Reservoir, Zufallsvariable
er --- Verdunstung, Zufallsvariable
Uk € [Umin, Umaz] -+ Wasserentnahme, Kontrollvariable

Einerseits soll nun die entnommene Wassermenge wu;, vorgegebenen Mengen
uy, folgen (z.B. Bewésserung in der Landwirtschaft, Energieerzeugung, etc.),
andererseits soll auch der Wasserstand im Reservoir von einem vorgegebe-
nen Niveau z; nicht allzuweit abweichen (z.B. Erholungs- und Freizeitak-
tivitdten).

Bei einem quadratischen Ansatz erhilt man als zu minimierendes Ziel-

funktional

K-1
min Ik { > a(ry —ap)’ + Blug — Uk)Q‘xk}
=0

Um obiges Losungsverfahren auf dieses Wasserreservoir-Problem anwen-

den zu konnen, sind folgende Annahmen zu treffen:
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1. Die zufalligen Wasserzufliisse, Regen und Verdunstung werden mittels

wi = fr+ yr — ek

zu einem zufalligen Storterm wj zusammengefasst. Es wird angenom-
men, dass die w; unabhéngig und identisch verteilt sind (i.i.d.) mit

Mittelwert IEwy;, = p und Varianz Var (wy,) = o>.

(Diese Annahme ist bei hydro/climatischen Systemen i.A. nicht erfiillt.
Allerdings haben Sommer-Gewitter im SW der USA eher ein "kurzes”
Gedachtnis. )

2. Wir betrachten das Problem als unrestringiertes Problem, i.e. die Sys-

temdynamik ist durch
Thyl = T — U + Wy

gegeben. Dies ist bei groffen Wasserreservoirs, bei denen die Grenzwerte

Tmaz DZW. i, ohnehin nicht iiber /unterschritten werden zuléssig.

Es kann nun nach der oben angegebenen Methode die optimale Feedback-
Losung berechnet werden.

Fir Wasserreservoirprobleme ist es sinnvoll anzunehmen, dass innerhalb
einer Periode die Zielwerte und die Parameter des Zielfunktionals konstant
sind, i.e.

) Uk

(1
I=L

o = @, ﬁk‘zﬂu

=

Unter diesen Annahmen erhélt man als stationére Losung (siehe Ubungsbeispiel)

up =u+ L(zy — x)

mit
M . a+ va? + 4af
L= sowie M =
M+ 2



Fallstudie: Tenkiller Ferry Lake

Anhand des Tenkiller Ferry Lake am Illinois River in Oklahoma wird die
prinzipielle Anwendbarkeit dieser Methode gezeigt.

Daten: tagliche Werte des Wasserstandes, der Entnahmemenge, sowie der
Zufliisse bzw. Verdunstung tiber 11 Jahre.

Bei der Analyse wurden die Daten jeweils fiir einen Monat betrachtet.

Als Zielwerte & bzw. @ und als Erwartungswert der Storgrofie p = IE(w)

wurden jeweils die Monatsmittel herangezogen. (siehe Tabelle)

Monat  u(105m3)  2(10°m3) w0, (10m3)  u(105m3)

Janner 1.07 346.92 6.32 1.57
Februar 0.84 346.71 4.26 1.99
Marz 1.15 360.63 5.51 2.94
April 1.54 363.76 6.27 277

Mai 0.76 351.49 2.66 1.79

Juni 0.88 365.56 3.83 1.71

Juli 0.46 350.37 2.51 0.29
August 0.37 338.46 1.59 0.31
September 0.26 326.53 1.57 0.45
Oktober 0.20 326.48 2.02 0.73
November 0.66 343.34 3.83 1.75
Dezember 1.07 358.95 6.23 2.70

Die Autoren haben in einer deskriptiven Analyse ein LQ-Modell an die

historischen Daten angepasst. Aus
up —u = L(xp — )
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erhalt man mittels OLS-Schatzer
L=(X'X)'X'U

wobei

Iry —x upr —u

X = : und U =

ITK — X

U —Uu

Fur das Verhaltnis der Parameter erhalt man durch Umformen:
5)- (2
3) \1-1L

(Lineare) stochastische Optimierung

Bsp:
Aus zwei Sorten Rohdl wird Benzin und Heizol erzeugt. Die Produk-
tivitat sowie der Mindestbedarf (pro Woche) und die Kosten sind in folgender

Tabelle angegeben:

Rohol 1 | Rohol 2 || Bedarf

Benzin 2 6 180
Heizol 3 3 162
Kosten 2 3

Weiters besteht eine Kapazitatsbeschrankung, dass maximal 100 Einheiten
Rohol pro Woche verarbeitet werden konnen.

Man ist also mit folgendem linearen Optimierungsproblem konfrontiert:



2x1 + 329 min

4

100

IA

Tr1 + o

2x1 + 62 180

v

35(}1 + 3[62 162

Vv

Vv

T1,T9 0

Als kostengiinstigsten Produktionsplan erhalt man x; = 36,22 = 18 und

die minimalen Kosten betragen 126 GE.

Angenommen, sowohl der Mindestbedarf als auch die Produktivitaten un-
terliegen Zufallsschwankungen und sind bei Erstellung des Produktionsplans

noch nicht bekannt.

Rohol 1 | Rohol 2 || Bedarf

Benzin | 2+ i 6 180 + ¢

Heizol 3 |34—7h| 162+ G

Kosten 2 3

wobei ¢; ~ N (0,12), & ~ N(0,9), 7y ~U(—0.8,0.8), 7 ~ EXP(N = 2.5).
Weiters wird angenommen, dass die unbeschrankten Zufallsvariablen (i, (o

und 7o nur Werte innerhalb folgender 99% Konfidenzintervalle annehmen:

(1 €[-30.91,30.91], (€ [-23.18,23.18], 1, € [0.0,1.84]

Man ist also mit folgendem stochastischen linearen Optimierungsproblem

konfrontiert:



201 + 3ry = min
r1 + re < 100
2+ i)z + 6y > 180+
301 4+ (34—1p)zs > 162+ (s
r1,xs > 0

e Dieses Optimierungsproblem ist nicht wohldefiniert, da vollig unklar ist,
was eine ”"optimale” Losung bedeuten soll, solang die Realisierungen der

Zufallsvariablen unbekannt sind.

° Anderung von (; bewirkt eine Parallelverschiebung der Begrenzungsger-

aden des zulassigen Bereichs.

e Anderung von n; bewirkt eine Drehung.

Fat Solution: Eine Losung, die fiir alle Realisierungen der Zufallsvari-

ablen (in den oben angegebenen Intervallen) zuléssig ist.

In unserem Beispiel tritt der ”schlechteste” Fall fur (; = 30.91,(, =
23.18,m1 = —0.8,m9 = 1.84 ein. Als "Fat Solution” erhalt man: x; =
48.49, xo = 25.45 und die Kosten betragen 173.34 GE.

Andere Moglichkeit:

Fiir nicht erfiillte Nachfrage sind von der Raffinerie Strafzahlungen zu en-
trichten, und zwar 7 bzw. 12 Geldeinheiten je nicht gelieferter Mengeneinheit
Benzin bzw. Heizol.

Gesucht ist ein Produktionsplan, der die Summe aus Produktionskosten

und erwarteten Regress-kosten minimiert.
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Notation:

€= ((1, Co, i1, 72)'

yi(€) - - - Regress-variable, gibt die nicht-erfiillte Nachfrage an.

Weiters:

a(§) =2+, B(E) =34 — 1
h(€) == 180 + (1, ha(€) =162 + Ga.

Man erhalt folgendes stochastisches Optimierungsproblem:

2ty + 3wy + ETyi(§) + 12p(¢)] = min

n o+ @ < 100

a(f)er +  6ry + y1(6) > ()

311+ B(€)w + @) = ()
v1, 70 > 0

Probleme:
e multivariate Integration bei Erwartungswertberechnung
e Funktionen y;(§) sind implizit gegeben.
Falls die Zufallsvariable é eine endliche diskrete Verteilung besitzt, i.e. é

nimmt mit Wahrscheinlichkeiten p; die Werte £ an, ¢ = 1,---,r, so erhélt

man das folgende lineare Optimierungsproblem
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2z + 3y + Xy pi[Tyi(€) + 129(¢Y)] = min
nrm < 100
o)z + 620 —+ y1 (€) > h(e) Viel,
S+ A€ + () > ho(€) Vi=1,
I Z 0
I9 Z 0
yi(£") > 0 Vi=1,---r
p(€) > 0 Yi=1,---,r

d.h. man erhalt ein lineares Optimierungsproblem mit 2r + 2 Variablen

(21, 22, y1(£1), 12(€%)) und 2r + 1 Nebenbedingungen.

Approximation stetiger Verteilungen
Die Verteilung der stetigen Zufallsvariable ¢ kann folgendermaBen durch

eine diskrete endliche Zufallsvariable approximiert werden:
e generiere eine grofle (z.B. K = 10000) Zufallsstichprobe &,i =1,---, K
o Zerlege das 99%-Intervall in r Teil-"Intervalle” I;,j =1,---,r.

e Wihle als mogliche Auspriagungen ¢/ der disketen Approximation die

Mittelpunkte dieser Teilintervalle

e Schitze die Wahrscheinlichkeit p; der Auspriagung & durch die relative

Haufigkeit der Elemente der Zufallsstichprobe, die im Intervall I; liegen.

Duale Dekompositionsmethode

Betrachten das Problem
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{Etf+ Cfg} —  min

s.t. A7 = b
TE+Wy = h
£>0,>0

Annahmen:
e Das Problem ist losbar

e Die Menge {#|AZ = b, & > 0} ist beschriinkt.

Dieses Problem kann zu folgendem aquivalenten Problem umformuliert

werden:
{dZ+ f(¥)} — min
5.t AZ = b
>0
wobei

—

f(@) = min{@gW§j =i — TZ,§ > 0.}

Weiters kann dieses Problem umformuliert werden zu

{dZ+ 60} — min

s.t. AZ = b
0—f(Z) > 0
>0

Dualer Dekompositions-Algorithmus
e Schritt 1: Sei 0y eine untere Schranke fur
min{qdJ|AT =b,TZ+Wy=h,z>0,7> 0}
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Lose das Problem
min{c@ + 0|AZ =b,0 > 0y, 7 > 0}
Dies fiihrt zu einer Losung (Z,0). Sei By := {IR" x {6}|6 > 6,}.
e Schritt 2: Evaluiere die Regress Funktion

(@) = min{@yWg=h—-Ti§>0}=

Man muss nun zwischen den folgenden zwei Fallen unterscheiden:

— f(Z) = +o0
dann ist 7 nicht zulassig beziiglich aller Nebenbedingungen des Op-
timierungsproblems.
= Es existiert ein @ sodass Wi < 0 und (h — TZ)'d > 0 ist.

Andererseits muss fiir jedes zulédssige ¥ ein ¥ existieren, sodass
Wiy=h-Tz (3)

gilt. Skalarmultiplikation von (3) mit @ ergibt

~t —

(h—=TZ) =u W

die unzulassige Losung z7 weggeschnitten” werden (feasibility cut).
~t -
Schranken nun den Parameterraum ein zu By = By N {(Z*, 0)|@ (h —

T%) < 0}. Gehe zu Schritt 3.

— f (:;7) ist endlich. Dann gibt es zu 7 eine primale Losung ﬁ und eine

duale Losung .
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Die Dualitat ergibt:

=
|
~
SRS
~—=
\':l>

@) =
fiir alle anderen Vektoren 7 gilt jedoch

(@) = sup{(h —TD)'@W'a < 7}

Falls die aktuelle Losung (2, 8) die Nebenbedingung f(Z) < 6 erfiillt,

(i.e. falls f (:%) < 0) hat man eine optimale Losung gefunden.

Anderenfalls impliziert die Nebenbedingung 6 > f(Z) die lineare

Nebenbedingung
t —

0> (h—T7)

Durch die zusatzliche Nebenbedingung

t —

0> (h—T7)

wird die sub-optimale Losung (aA?, é) ?weggeschnitten” (optimality
~t o
cut) Schrianken nun den Parameterraum ein zu By = BiN{(Z*, 0)|d (h—

TZ) < 0}. Gehe zu Schritt 3.
Schritt 3: Lose das modifizierte Problem
min{c'7 + 0|(7*,0) € B}

Dies ergibt eine Losung (Z,6). Setze nun (Z,60) := (Z,0) und gehe zu

Schritt 2.

Unter den obigen Voraussetzungen fihrt dieser Algorithmus in endlich

vielen Schritten zur optimalen Losung.
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Dynamische Optimierung:
allgemeine Form mit zu minimierender Zielfunktion:
minimiere F(xg, 1, -, 2,) = Si_o7k(2k, Tk)

unter den Nebenbedingungen

zpr1 = Gr(zk, )

2. €
zp € Xi(zk)
20 = a
Z, = b

Dabei bezeichnet:

n Anzahl der Zeitpunkte

2k € Ly, Zustand des Systems im Zeitpunkt £,k =0,---,n

Zy. Zustandsmenge (i.e. Menge aller moglichen Zusténde)

des Systems im Zeitpunkt k

a Anfangszustand

b Endzustand

xp € Xi(2r) Entscheidungsvariable zum Zeitpunkt k

Xk (zk) Menge der zulassigen Entscheidungen zum Zeitpunkt £,
kann vom Zustand z; abhangen

Gr(zk, zk) Ubergangsfunktion

ri( 2k, Tk) unmittelbarer Ertrag, wenn im Zeitpunkt & im

Zustand z; die Entscheidung x; getroffen wird.
Bellman’sches Optimalitatsprinzip:

Sei (x§,x%,---,x%,---, x5 ;) eine optimale Losung, die das System vom

ES
j’..

Anfansgzustand zy = a in den Endzustand z, = b iiberfiihrt, wobei das Sys-
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tem zum Zeitpunkt j den Zustand z; annimmt. Dann gilt:

(%, -+, ) _) ist eine optimale (Teil-)Losung, die das System vom vorgegebe-

IE
nen Zustand z; in den Endzustand b tiberfiihrt.

oder mit anderen Worten: eine optimale Losung hat die Eigenschaft, dass
unabhéngig vom Anfangzustand und den anfanglichen Entscheidungen die
verbleibenden Emntscheidungen ausgehend vom aktuellen Zustand optimal
sind.

Riickwartsrekursion

Bezeichnen nun mit Pg(z;) das Problem, die optimale Losung zu bestim-

men, die Zustand z; € 7, in Zustand z, = b iiberfithrt und mit F}(z;) den

optimalen Zielfunktionalswert von Pj(zj)

e Start: Bestimme fiir jedes der Probleme P, 1(z,-1) mit 2z, 1 € Z,

die (einzige) Entscheidung x,_i, die z,_; in b iiberfiihrt. Man erhélt:

F;;_l(zn—l) — Tn—l(zn—ln xn—l)

e Iterationen £k =n —2,n — 3,---,0 : Bestimme fiir jedes der Probleme
Pi.(z) mit 2z, € Zj eine optimale Losung, die 2, in b tiberfiihrt, und den

optimalen Zielfunktionalswert F}(zj) mittels

Fyi(zr) = min {rp(z, or) + Fiyy(zie1 = Gz, 1)) }
mkeXk(zk)

Erweiterungen:

1. Endzustand ist nicht vorgegeben, sondern die Bewertung des Endzus-

tandes geht in das Zielfunktional ein; d.h. der Ausdruck
n—1
F = Z Tk;(Zk;, xk) + 7nn(zn)
k=0

soll minimiert/maximiert werden.
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In der Initialisierung wird nun in Stufe n—1 fiir jeden moglichen Zustand

zn—1 die optimale Entscheidung als Minimierer von

Tn(zn — Gn—l(zn—lp xn—l)) + rn—l(zn—la xn—l)

gewahlt und es gilt

sfl(znfl) - min {rn<zn - Gn71<zn717 xn—l))""rnfl(znfla xn—l)}
Tn—1€Xn_1(2n-1)

. Das Zielfunktional hat keine additive Struktur, sondern es gilt:

= F(ro(20,70),m1(21,71), -+, n(20))

Um das Bellmann’sche Optimalitatsprinzip anwenden zu konnen, ist die
Separabilitat von F' vorauszusetzen. d.h. es existieren Funktionen ¢y,

sodass gilt:

F = ¢o(ro(zo, z0), Fi(ri(z1,21),--+))

Fy = or(re(zr, 2r), Feer (i1 (e, To1), -+ 0))
wobei das Bellmann-Prinzip nur dann gilt, wenn ;. fiir beliebiges aber

festes r, in der zweiten Komponente monoton steigend ist.

. Bei der stochastischen dynamischen Optimierung beschreibt nun
die Zufallsvariable ék den stochastischen Einfluss im Zeitpunkt k. Sowohl
die Ubergangsfunktion als auch die Ertragsfunktion hingen nun von der
Realsierung der Zufallsvariable zum Zeitpunkt & ab, i.e. man betrachten

nun den Ubergang 2,1 = Gr(zk, T, &) und Ertrag ri(zx, vk, & )-

Die Riickwértsrekursion erfolgt nun in folgenden Schritten:

e Start:
F;(Zn) = Tn(zn)
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e Iterationen firk=n—-1,n—2,---,0

Flj(zk) - minxkEXk(Zk) Fk(zk’ xk) -

= min g {x[ri(zs, 21, &), Fpr (2h1 = Gilzr, o, &)}

Stochastische dynamische Optimierung:

Bsp: Investitionsproblem

Zum Zeitpunkt 0 befindet sich ein Betrag Sy > 1000 auf Konto B. Dieser
Betrag erzielt in der ersten Periode einen sicheren Ertrag von 7 %, sofern
er auf Konto B belassen wird, in der zweiten Periode erzielt er auf Konto B
einen sicheren Ertrag von 5 %. Der Betrag kann aber zu Beginn jeder Periode
(kostenlos) auf ein Konto A iibertragen werden. In der ersten Periode wird
auf Konto A mit Wahrscheinlichkeit von 50% ein Ertrag von 8 % erzielt, und
mit Wahrscheinlichkeit von 50% ein Ertrag von 12 %; in der zweiten Periode
betragt der Ertrag auf Konto A mit jeweils 50% Wahrscheinlichkeit 5% bzw.
9%.

Am Ende jeder Periode fallen auf Konto A Kosten in Hohe von 20 GE an.
Am Ende der ersten Periode kann das Geld auf Konto B transferiert werden,
wofiir 10 GE Kosten anfallen. Am Ende der zweiten Periode muss das Geld
(wieder zu Kosten von 10 GE) auf B transferiert werden.

Das Problem kann folgendermaflen mit stochastischer dynamischer Opti-

mierung gelost werden:

o Stufe 2
f5(A, Ss) bzw. f5(B,S3) beschreibt die (optimale) Bewertung, wenn in
Stufe 2 ein Geldbetrag Sy auf Konto A bzw. B liegt (bevor er auf Konto
B transferiert wird.) Aufgrund der Nutzenfunktion log(S — 1000) ergibt
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sich also
f3(A,Sy) = log(Sy — 1010)
f3(B,Sy) = log(Sy — 1000)
(Liegt der Betrag auf A, muss noch die Transaktionsgebiihr von 10 GE

berticksichtigt werden.)

Stufe 1

Ich nehme zunachst den Fall an, dass in Stufe 1 ein Geldbetrag S; auf
Konto A liegt, und vergleiche den erwarteten Ertrag fi(A,Si, A), der
sich bei Belassen des Betrages auf Konto A ergibt, mit dem Ertrag
fi1(A, S1, B), der bei Transfer auf Konto B erzielt werden kann.

Fi(A, S, A) = 0.5[£(A, S1 x 1.05 — 20) + f3(A, S1 x 1.09 — 20)] =
=S, =S5

= 0.5log[(1.05S5) — 1030)(1.095; — 1030)]

fl(A, Sl,B) = fék(B, (Sl — 10) X 105) =
=S,
= log[1.055] — 1010.5]

Die optimale Bewertung eines Betrags Sy, der in Stufe 1 auf Konto A

liegt ergibt sich nun durch
fi(A,51) = max{fi(A, 51, 4), /i(A,51,B)} =
log[1.055; — 1010.5] falls 57 < 1073
0.51og[(1.0557 — 1030)(1.095; — 1030)] falls S; > 1073
d.h. befindet sich der Betrag S in Stufe 1 auf Konto A und ist er kleiner

als 1073 GE, so ist es optimal, ihn nach B zu transferieren, ist er grofler

als 1073 GE, sollte er auf Konto A gelassen werden.

Analoge Uberlegungen miissen nun angestellt werden, fiir den Fall, dass

in Stufe 1 ein Geldbetrag S; auf Konto B liegt. Dies liefert:
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Fi(B,S1,A) = 0.5[f;(A4, 5 x 1.05—20) + £ (A, S; x 1.09 — 20)] =
ZSQ :SQ

= 0.5log[(1.055) — 1030)(1.095; — 1030)]

fl(B,Sl,B) = f;(B,Sl X 105) =
=S,

= log[1.055; — 1000]

Durch Vergleichen von fi(B, S1, A) mit f1(B, S, B) erhdlt man

fi(B,S51) = max{f1(B,5,A), ((B,5,B)} =
log[1.0557 — 1000] falls 57 < 1538
0.5log[(1.055; — 1030)(1.095; — 1030)] falls S; > 1538
d.h. befindet sich der Betrag S7 in Stufe 1 auf Konto B und ist er kleiner

als 1538 GE, so ist es optimal, ihn auf B zu lassen, ist er grofler als 1538

GE, sollte er auf Konto A iibertragen werden.

Stufe 0
In Stufe 0 befindet sich der Betrag Sy auf Konto B. Es miissen daher
nur die beiden Entscheidungen, Sy auf A zu transferieren oder auf B zu

lassen, verglichen werden.

Man erhalt:

f()(B, S(),A) = 05[ff(A, S() x 1.08 — 20) + fl*(A, S() x 1.12 — 20)]
=5 =9
fo(B, Sy, B) = f{(B,Syx 1.07)
=5

sowie

fg(B, So> = max{fo(B, S(), A), f()(B, S(), B)}
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Da nun die Gestalt der Funktion f; (A, S1) bzw. fi(B,S1) davon abhéngt,
in welchem Bereich 57 liegt (57 < 1073 oder S; > 1073 bzw. S; < 1538
oder S7 > 1538) und S in direktem Zusammenhang zu S steht, miissen
nun entsprechende Fallunterscheidungen beziiglich Sy durchgefiihrt wer-

den.

Dies fiihrt zu folgenden Fallen:

— Fall 1: 1000 < Sy < 1012.8
In diesem Fall ist Sy x 1.08 —20 < 1073, .5y x 1.12 —20 > 1073 sowie
Sy x 1.07 < 1538. Daher erhalt man
fo(B,Sp, A) = 0.5{log[1.05(5y x 1.08 — 20) — 1010.5]+
+ 0.5log[(1.05(Sy x 1.12 — 20) — 1030) x
X (1.09(Sp x 1.12 — 20) — 1030)]}
fo(B,So, B) = log[1.05(Sy x 1.07) — 1000]
Im Bereich 1000 < Sy < 1012.8 ist fo(B, So, B) > fo(B, Sp, A) und
daher ist in Stufe 0 die Entscheidung, Konto B zu wahlen, besser

und es gilt:
fo (B, Sy) = log[1.12355; — 1000]

— Fall 2: 1012.8 < Sy < 1437
In diesem Fall ist Sy x 1.08 — 20 > 1073, Sy x 1.12 — 20 > 1073 sowie
So X 1.07 < 1538. Daher erhalt man
fo(B,Sp, A) = 0.5{0.510g[(1.05(Sy x 1.08 — 20) — 1030) x
X (1.09(Sp x 1.08 — 20) — 1030)]+
+ 0.51og[(1.05(Sy x 1.12 — 20) — 1030) x
X (1.09(Sp x 1.12 — 20) — 1030)]}
fo(B, Sy, B) = log[1.05(Sy x 1.07) — 1000]
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Der Vergleich von fy(B, Sy, A) mit fo(B, Sy, B) liefert

§ fo(B, Sy, B) fir 1012.8 < Sy < 1022
fO (Bu SO) -
fo(B, Sy, A) fiir 1022 < Sy < 1437

— Fall 3: 1437 < S
In diesem Fall ist Sy x 1.08 —20 > 1073, .5y x 1.12 — 20 > 1073 sowie
So x 1.07 > 1538. Daher erhalt man

fo(B,Sp,A) = wie im Fall 2
fo(B, So, B) = 0.51og[(1.05(Sp x 1.07) — 1030)(1.09(Sy x 1.07) — 1030)]

Im Bereich 1437 < S ist stets fo(B,So, A) > fo(B, Sy, B). Daher
ist in Stufe 1 die Wahl von Konto A optimal und es gilt fj(B,Sy) =
fo(B, S0, 4)

Mehrstufige stochastische Probleme

1. stochastische Entscheidungsbaume

Verzweigungen treten fiir jedes z; bzw. ¢ auf

e Zustand z; kann stetig oder diskret sein
e Entscheidungen x; sind diskret

e Zufallsvariable (; sind diskret

2. stochastische dynamische Optimierung

Entscheidung fiir jeden moglichen Zustand z;

e endliche Anzahl von Zustanden vorteilhaft, aber auch stetiger Zus-

tandsraum moglich
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e Entscheidungen x; sind stetig oder diskret

e Zufallsvariable CNt sind stetig oder diskret

3. Ereignisbaume Verzweigung bei jeder Realisierung der Zufallsvariablen

¢

e Zufallsvariable (; sind diskret
e Zustand z; kann stetig oder diskret sein

e Entscheidungen z; sind stetig

Szenarienaggregation

Betrachten ein Problem tiber T' Zeitperioden t = 0,1,---,7T wobei in jeder
Stufe die Systemdynamik von der Zufallsvariablen ft abhangt.
Def: Unter einem Szenario versteht man eine Abfolge von Realisierungen

der Zufallsvariablen (ft,t =0,---T.
s = (GGl yG) -+~ Srenario s

Sei S die Menge aller moglicher Szenarien.
Moglichkeit 1:
L ose fiir jedes Szenario s € S :
T
mil’l;)&trt(zt, 1, Gf) + 04T+1Q(ZT+1)

st zei1 = Gz, 2, )y A(z) <ap < By(z) t=0,---,T
wobei 2y gegeben sei.
Fiir jedes Szenario bekommt man eine Losung x* = (z{, x§,- - -, 27).
Ist es sinnvoll nun als Losung

S .S
Xy = prt
seS
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heranzuziehen, wobei p* die Wahrscheinlichkeit von Szenario s angibt?

NEIN!!
e x; ist moglicherweise nicht zulassig
e Selbst wenn x; zuléssig ist ist es wohl kaum optimal

Auf folgende Weise kann eine implementierbare Losung bestimmt werden:
Sei fiir jede Periode ¢t die Menge {s}; gegeben durch alle Szenarien s die

bis zum Zeitpunkt ¢ ibereinstimmen, i.e.
{s}: = {s|¢j, -, ¢/ stimmen iiberein}.

Sind nun fiir die einzelnen Szenarien die optimalen L osungen bekannt,

kann durch Mittelung eine zulassige Losung berechnet werden

_ Pz}
x({s}) = ng{:sh p({s}:)

Diese Losung ist zulassig, aber i.A. nicht optimal.

Bestimmung der optimalen Losung:

T
min 3 57 (z a8, 5, CF) + aT“@(z%H))

seS t=0

st zi = G2, 2], (), AuZ) <af < Bi(z)) t=0,---,T

und der Implementierbarkeitsbedingung

s ¥y . :
;= > fur alle t =0,---,T, und alle Szenarien s
! s'e{sh p({s})
Lagrange-Methode:
Lo pYxy T+1
min Y p° | > o |re(z], @), ¢) +wp [ 2p — X + o' T Q(2r1)
s€S t=0 s'e{sh p({s}t>
Ersetze
Z pslel
s'e{sh p({s}t)
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durch das Mittel der vorhergegangenen Iteration

_ pay
x({s}t) = Slez{;s}t p({s})

Man erhalt also

Imnzpﬂfifmwiﬁxm++wﬁ@—x@ﬂmwwf“@@ﬂn)

seS t=0

augmented Lagrangian method

min »_ p° (i o

et G0 bt + 5l — (P + TR )

seS t=0
Algorithmus:
1. setze w; := 0 Vs, t

2. bestimme anfngliches x({s};)
3. setze p > 0

4. Lose fur alle Szenarien
T
min Y a'ry(z, 2, ) + wi + g(ﬂft —x({s}))* + o' 1Q(2r11)
t=0

s.b. 2zt = Ge(z, 2, (), Al(z) <ap < By(z) t=0,---,T
und erhalte damit =%, 2°

5. berechne

_ i
b = 2 )

6. aktualisiere p falls notig

7. berechne

wi = wi + pxe —x({s}1))

8. Wiederhole Schritte 4 - 7 bis Ergebnis hinreichend gut.
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Szenarienaggregation

Anwendungsbeispiel
An einem Fluss liegen zwei Wasserreservoirs A und B, die zur Stromerzeu-

gung dienen.

Variable:

e z;;--- Wassermenge in Reservoir i, (i € {A, B}) zu Beginn von Periode

ju (] € {17 27 e 7T}) (ZuStand)

e z;;--- Wassermenge, die wahrend Periode j zur Stromerzeugung aus

Reservoir ¢ entnommen wird. (Entscheidungsvariable)

e 1;;--- Wassermenge, die wahrend Periode j aus Reservoir ¢ abgelassen

wird, jedoch nicht zu Stromerzeugung verwendet wird. (Entscheidungsvari-

able)
e gi;---Zufluss in Reservoir ¢ wiahrend Periode j. (Zufallsvariable)

Unter der Annahme, dass aus Reservoir A abgelassenes Wasser in derselben

Periode Reservoir B erreicht, ergeben sich folgende Gleichungen:

ZAj+1 = RAj T gAj — TA; — TAj
ZBj+1 = ZBj T gBj T Taj +T4aj —IBj — IBj
Weiters gibt es folgende Restriktionen: x;; € [x;, ;] und z;; € [z;, Z].

Ziel ist es, den Ertrag aus der Stromproduktion zu maximieren

T

ij(“Aj =+ UBj) + QT+1<ZAT+17 ZBT+1)
i=1
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Energiemanagementsysteme fir hydro-thermische Kraftwerksyteme
Eigenschaften:

e hochdimensional

e mehrstufig

e stochastisch: z.B. Strompreise, Last, Wasserzufliisse, etc. modelliert

durch Szenarienbaume
e gemischt-ganzzahlig

e dienen zur simultanen Planung von Stromerzeugung und Stromhandel

Generierung/Reduktion von Szenarienbdumen

Zerlege Optimierungszeitraum in 7" Zeitintervalle.
= statistischen, multivariaten Datenprozess ( = {(.}L,, ¢ € IR™. Die
Komponenten von (; beschreiben etwa Lat, Reserveleistung, Wasserzufliisse,
Preise, etc.

Approximiere ¢ durch endliche Anzahl von Realisierungen (Szenarien)
¢* = {¢ L mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten 7°.

methodischer Ansatz zur Generierung von Szenarienbaumen:

(1) Erzeugung von Szenarien des Datenprozesses ¢
(2) Konstruktion von Szenarienbdumen aus Datenprozess

(3) Reduktion der Szenarienbdume

ad (1)&(2) Approximation von ¢ durch endlich viele Pfade {¢*}5_; mit Wahrschein-

lichkeiten {7*}%_; mit gleichem (deterministischen) Anfangszustand durch
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e historische Daten
e Expertenszenarien

e Simulation statistischer Modelle

ad (3) Reduktion der Szenarienbdume (siehe etwa W. Romisch, Berlin)

e moglichst viele Szenarien entfernen

e Approximationsgenauigkeit des neuen Szenarienbaums soll sich hochstens

um vorgegebene Toleranz verschlechtern

Dekomposition des Energiemanagementmodells in Teilprobleme
1. Stromhandel an Stromborse
2. Teilproblem der optimalen Stromerzeugung mittels thermischer Einheiten

3. Teilproblem des optimalen Einsatzes von Pumpspeicheranlagen

(1) und (2) werden etwa durch stochastische dynamische Optimierung
gelost, Problem (3) hat eine Netzwerkfluss-Struktur. (3) kann als lineares
Minimum-Cost-Flow Problem ( gegebenenfalls mit stochastischen Erweiterun-
gen) formuliert und geldst werden.

Bedeutung von Pump-Speicherkraftwerken:

e Energiereserve fiir auftretende Lastspitzen

e flexible Optimierung der Stromerzeugung in Zeitraumen hoher bzw. niedriger

Strom billig = kaufe Energie oder erzeuge = pumpe Wasser ins O
Strom im therm. KW
Strompreise
Strom teuer = erzeuge Strom durch = verkaufe zu hohem F

Pumpspeicherkraftwerk
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e Entkoppelung von Zufluss und Erzeugung (im Gegensatz zu Laufkraftwerken)

Diskretisiere Zeitraum in Stunden/Tages/Wochenintervalle.

Bestimme in jedem Zeitpunkt Pump- bzw- Turbinenleistung

T --- Anzahl der Zeitperioden
w'/v"t -+ Pump-/ Turbinenleistung
[' ... Fillstand des Oberbeckens
st ... Zufluss in das Oberbecken
A ... Kostenkoeffizient
n --- Wirkungsgrad
[n/lend ... Anfangs-/ Endfiillstand

= lineares Optimierungsproblem

min >, M(w'—vf)

o= gt — ot + st
wmin S U)t S wmar
,Umin < ’Ut < pmaz
lmin < lt < [mazx
lO — lm
[ —  [end

Zusammenfiigen der Zeitperioden = Netzwerkflussproblem.
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Nichtlineare Optimierung:

Numerische Verfahren

Probleme mit einer Variablen

Methode des goldenen Schnittes
Teile ein Intervall der Lange A in zwei Teilintervalle der Lange 6 und A —9

sodass sich 6 zu A — § genauso verhalt wie A —d zu A, i.e.

5 A=
A-5 A

= § = 0.382, A = 0.618

Voraussetzung: Gegeben sei eine konkave Funktion f : IR — IR, die
in einem Intervall [a1,b] der Lange A eine Maximalstelle besitzt. Setze
0 = 0.382 und wahle eine Abbruchschranke € > 0.

Algorithmus:

1. Initialisierung: Berechne A\; := a;+d(by —aq), und py = a3+ (1 —9)(by —
ar) sowie f(A1) und f(u).

2. Iteration k =1,2---
(a) Falls by —ay < € = Abbruch. Die Maximalstelle liegt im Intervall

lak, b]. Der grofite bekannte Wert in diesem Intervall ist Naherung

fur das Maximum.

(b) Falls f(Ax) < f(pu), setze apt1 == Mg, b1 := by M1 = iy f( A1) =

f(ux) und berechne
1 := a1+ (1 — ) (bp1 — ag+1), sowie f(pg+1)

(c) Falls f(A\r) > f(pr), setze api1 = ak, bpr1 = piy i1 := N, [ (g1 =
f(Ax) und berechne

Mol i= Qg1+ 6(bpgr — agy1), sowie f(Agy1)
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Probleme mit mehreren Variablen

Gradientenverfahren:
Voraussetzung: Gegeben sei eine stetig differenzierbare, konkave Funk-
tion f : IR" — IR, sowie eine Abbruchschranke € > 0.

Algorithmus:
1. Initialisierung: Wahle einen zulassigen Punkt Zg).

2. Iteration k =0,1,2---

(a) Berechne den Gradienten V f () = (af :
Falls ||V f(Z))|| < € = Abbruch.
Falls V f(Z()) = 0, so ist Z(;) Maximalstelle von f, falls V f(Z)) #

0, so ist Z(;) eine Naherung fiir eine Maximalstelle.

(b) Betrachte nun die Funktion

H(N) == f (Zx) + AV F(Zw))
und berechne das A* so, dass H(A) maximal ist.

(c) setze

By = Ty + NV (T)

Methode des steilsten Anstiegs

Gegeben sei folgendes Problem: Maximiere eine konkave, differenzierbare
Funktion f,
f: IR" — IR, unter den linearen Nebenbedingungen A7 < b, A--- [m X
n|—Matrix.

Die m Nebenbedingungen sind also von der Form 2?21 ajjry < by, 1=

1,---m.
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(Die Nebenbedingungen sollen auch gegebenenfalls Nichtnegativitétsbedingungen
beinhalten.)
Def.:

1. X ={z € R"|Ax < b} sei die Menge der zuléssigen Losungen.

2. Sei & € X. h € R" heiBt zuléssige Richtung im Punkt Z, falls ein A(h) >
0 existiert, sodass 7+ Ah € X fiir alle A € [0, M\(h)) gilt.

3. Die Nebenbedingung ¢ heiit aktiv, falls X7 a;;z; = b;
4. Unter dem Kegel der zulassigen Richtungen im Punkt ¥ versteht man
die Menge

K(#) ={heR"|-1< h; <1,% aj;h; <0, sofern Y a;jx; = b;(i.e. falls NB ¢ aktiv
j=1 =1

J
S——— N——

(AR); =(AZ);

5. Sei f:IR" — IR eine differenzierbare Funktion und h € R" eine "Rich-

tung.”

> L (@)h = (V@) h

Oy
1=1 )
bezeichnet man als ”Richtungsableitung” der Funktion f an der Stelle

in Richtung h. Sie gibt die infinitesimale Anderung der Funktion entlang
der Geraden Z + Ak an.

Algorithmus: wéhle kleines € > 0 (Abbruchschranke)

1. Initialisierung: Setze k = 0, wihle Startwert #(®)

2. Berechne den Gradient der Funktion f an der Stelle 2, i.e. V. f(z®).
Falls Vf(#*) =0 = Abbruch, fertig.

Sonst
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3. Bestimme den Kegel der zuldssigen Richtungen K (%))

Lose folgendes lineares Optimierungsproblem:
max (Vf(f(k)))t h

unter der Nebenbedingung: h € K (Z®)). Dies liefert als Losung h. Falls
(VF(@P))'h <0  =Abbruch.

Sonst

4. Bestimme

3 = argmax | F(Z% + M) AGEP +AB) < B\ >
(*)

Die obige Nebenbedingung (%) bedeutet:

Zaw +>\Zawh < b;fiir alle ¢ mit Za”h >0
j=1

(Dies kann nur eintreten, falls NB ¢ nicht aktiv war.)

(k)

n
Z]—l aZ]h

=0< A<

5. Setze 0+ = 70) 1+ \h

Ist |70 — 20| < ¢ = fertig, ansonst setze i = i + 1 und gehe zu

Schritt 2.
Bsp:
(%) =5x1 — 23 + 59 — 25 — max
T+ 229 < 8
3r1+x2 < 9
-1 < 0
—To < 0
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Vf=
5—2:132
o 70 = (0,0)
hi+2hs < 8
- 3hi+hy <9
Ah =
—h; < 0
—hy < 0

Da Nebenbedingungen 3 und 4 aktiv sind, bekommt man

K(z©) ={h e R?0 < h; < 1}.

e Maximiere Vf(a:(o))tf_i = 5h1+5hy unter der Nebenbedingung 0 < h; < 1.
= h=(1,1)".

3\ 8
~ 4\ 9
e Die Nebenbedingung A(Z(*) + A\h) < b reduziert sich zu <
—A 0
-\ 0

und f(z© + )JLL) = —2)\% + 10\. Daher erhilt man

A = argmax {—2)7 + 10A\[0 < A < 2.25} = 2.25.

Daher erreicht man den Punkt #(1) = (2.25,2.25)".

e Am Punkt ¥ ist Nebenbedingung 2 aktiv. Daher ist
K(#) = {h € R*3h; + hy <0,—1 < b; <1}.

o V(W) = (0.5,0.5)". Daher maximiert man 0.5h; + 0.5hy unter den
Nebenbedingungen 3h; +hs < 0, —1 < h; < 1 und erhélt h = (—1/3,1)".
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o f(ZW + Ah) = 12.375 + A/3 — 10A?/9. Die Nebenbedingungen ergeben

6.75 + 5A\/3 8
9 9
sich zu < also 0 < )\ <0.75.
—2.25+\/3 0
—2.25 — )\ 0

Maximieren ergibt A = 0.15 und daher 7 = (2.2,2.4)".

e Vf(#?) = (0.6,0.2)". Da noch immer nur NB 2 aktiv ist, gilt K(#?) =
K(zM). Als Optimierungsproblem hat man also: maximiere 0.6h; +
0.2hs unter der Nebenbedingung 3h; + ho < 0, —1 < h; < 1. Dies liefert
offensichtlich hy = he = 0 und damit liegt die optimale Losung bei
(2.2,2.4).

Quotienten-optimierung

f(x) Erwartungswert Ertrag . Umweltverschmutz
z.B. max : A max —— oder min : -
g(x) Standardabweichung Risiko produzierter Stiick:

max

Unter gewissen Voraussetzungen kann dies in ein lineares Problem trans-

formiert werden.

Etf-i-Co

max ——— unter den NB A7 < b, >0 (4)
Todtd 4+ dy
Variablentransformation:
. T 1 .|
y==—— t=5—=1r=y-
dtd + do dtad + do t

Fur das Zielfunktional erhalt man dann

&+ c ( 1
—-— t3g~+%>zég+%t
dtz + dy t

und fiir die Nebenbedingungen:
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—

AT <b= Aj-<b= AF—tb <0

|

Die 'neuen’ Variablen 3 und ¢ konnen jedoch nicht unabhangig voneinander

gewahlt werden.

t = dzt+dit =1= dj+dot =1

Cdiz+dy

Problem (4) ist daher dquivalent zum linearen Optimierungsproblem

max & + cot, NB:Aj — th<0, dij+dt=1
Y,

Quadratische Optimierung

Maximiere F(Z) = &7 — 33Q7
unter den Ar < b
Nebenbedingungen >0

Dabei ist ) eine symmetrische, positiv definite [nxn|—Matrix, ¥ € IR", be
IR™, A eine [m x n]—Matrix.
Anwenden des Kuhn-Tucker Theorems liefert folgende Lagrangefunktion

mit den folgenden notwendigen und hinreichenden Optimalitats-Bedingungen:



ot
Sl
AV2
et}

o
£l
AV
=t}

Durch Einfiigen von Schlupfvariablen i € IR" sowie v € R koénnen die

Ungleichungen in 1 und 4 auf Gleichungsform gebracht werden:

1.L,<0 = i—Qr—Ali<0 = QFf + Ald—g=2¢

ri=0odery, =0,Vi=1,---.n
d.h. z; und y; dirfen nicht gleichzeitig Basisvariable sein, und analog
uj = 0 oder v; =0,Vj =1,---.m

d.h. u; und v; diirfen nicht gleichzeitig Basisvariable sein.

Ableiten von quadratischen Formen:
F'QT beschreibt die quadratische Form Y7, 201 Qi Tty

3 —1
Bsp: Fir Q = erhalt man 7'Q7
-1 2

Ableiten der quadratischen Form nach x; liefert

31} — 2119 + 223
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n

- (“”J) SR ( O .aa%)_” Lo 0 NS
> GijTivy = ZZ dij = > > G xj@a:k—i_xzaxk _qu”x]axfzf

axkz 1j=1 i=1j=1 i=1j=1

. 1 falls 1 = k
Da ox; _
(%k

0 falls 2 £ k

vereinfachen sich die Doppelsummen erheblich und man erhalt

n n n n n

Z Z qijxj +Z Z %]xz Z Qkﬂ?ﬁz qik Ti = Z ijijJrZ Qrit; = 2 Z qk;Tj = y
£ a a : : : :

i=17j=1 Tk =1 = T j=1 i=1 bq’]: j=1 i=1 j=1

Dabei geht die Symmetrie von () ein. Weiters kann der Summationsindex in

der zweiten Summe von ¢ auf j umbenannt werden.

Algorithmus von Wolfe

Schritt 1: Formuliere fiir das Problem die Kuhn-Tucker Bedingungen.

Schritt 2: Transformiere alle in Schritt 1 entstandenen Ungleichungen in Gleichun-
gen durch Hinzufiigen von Schlupfvariablen. Kann unmittelbar eine

zuldssige Basislosung abgelesen werden, so ist das Verfahren beendet.

Anderenfalls:

Schritt 3: Fiige, wo notwendig, dem Gleichungssystem kiinstliche Variable z; hinzu,
um eine zulassige Basislosung zu ermitteln. Das Zielfunktional enthalt

lediglich Strafkosten fir die z;.

Schritt 4: Iteriere mit der M —Methode bis eine zulassige Basislosung erreicht ist

oder feststeht, dass der Losungsraum leer ist.

Bsp:
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maximiere 5y + 5x9 — 7 — x3 unter den Nebenbedingungen

r1+2ry < 8
3r1+x2 < 9
Xy, T2 Z 0

Dies entspricht obigem Modell mit

Als Lagrange-funktion bekommt man
L(Z, 1) = 5y + 59 — 27 — 23 — uy (2 + 215 — 8) — un(321 + 29 — 9)

Die hinreichenden Bedingungen aus dem Kuhn-Tucker Theorem lauten

= 5—2$1—U1—3U2 S 0 12$1+U1—|—BUQ—y1
(1) L,<0: =
5—2x9 —2u; —uy < 0 IT 229 + 2u1 4+ us — Yo
5 5171—|-2SC2—8 < 0 I11 331—|—2£U2+Ul = 8
(3) L,>0 =
3r1+29—9 < 0 IV 31+ 2a94+v9 = 9

Um eine zulassige Basislosung als Startlosung zu erhalten, missen in I
und IT nun kiinstliche Variable zi, zo hinzugfiigt werden, die in einem zu

mnaximierenden Zielfunktional stark negativ bewertet werden:

I 221 +u14+3us—y1+21 = 5
II 229+ 2u1 +us — Yo+ 20 = 5
Basisvariable: vy, vo, 21, 2o
Zielfunktional: max ZF = —Mz; — Mz
Da die Basisvariablen im Zielfunktional nicht auftreten diirfen, ersetze ich
21 = 5—2x1 —uy —3uz+y; (aus Gleichung 1) sowie zo = 5— 219 —2u; —us+ s
aus Geichung IT und erhalte
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ZF —2Mxy — 2Mxy — 3Muy — 4Mus + My, + Mys = —10M

BV 1 X9 Uy Us Y1 Yo U1 Vo 21 29| 1S | Q
JF | —2M —-2M —-3M —4M M M 0 0 0 0 |—10M
21 | 1 2 0 1 3 -1 0 0 0 1 0 5 2.5
29 | 11 0 2 2 1 0 —1.0 0 0 1 5 —
vy (IIT] 1 2 0 0 0 0 1 0 0 O 8 8
vo | IV | 3 1 0 0 0 0 0 1 0 O 9 3

up und v; bzw. w9 und vy diirfen nicht gleichzeitig Basisvariable sein.

Nehme daher z; in die Basis

T T2 owp uz Y1 Y2 vr v2 oz 2| rS | Q
BV|ZF+MI |0 —2M -2M -M 0 M 0 0 M 0|-5M
1 1/2 1 0 1/2 3/2 —1/2 0 0 0 1/2 0| 5/2 | —
29 Il 0o 2 2 1 o -1 0 0 0 1] 5 2.5
v | IIr—-1/2,0 2 -—-1/2 =3/2 1/2 0 1 0 —1/2 0|11/2 225
ve | IV —=31/2|0 1 -3/2 =9/2 3/2 0 0 1 —=3/2 0] 3/2 |15
Nehme nun z, in die Basis (u; darf nicht in die Basis genommen werden),
v9 verlasst die Basis und erhalte
BV T Ty U3 Y1 Y2 v v2 oz oz rS | @
ZF+2MIV |0 0 —-5M —-10M 3M M 0 2M —-2M 0 |—-2M
1 I 1 0 1/2 3/2 —-1/2 0 0 0 1/2 0] 5/2 |1.666
2o | IT—=2IV |0 0 5 10 -3 -1 0 -2 3 1] 2 0.2
v | II1—-21v |0 0 5/2 15/2 —=5/2 0 1 -2 5/2 0| 3/2 | 0.2
T9 v o 1 -3/2 -9/2 3/2 0 0 1 -=3/2 0] 3/2 —

Nehme nun uy in die Basis. Da das Ziel die Elimination der kunstlichen

Variablen ist, nehme ich 2z aus der Basis. Man erhalt:
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Ty To Ul Uz Y Yo V1 Uy oz 2 |1rS

ZF+MIT {0 0 0 0 O 0O 0 0 M M|O
x| [ —01511 |1 O 0 2.2
Us 11/10 o 0 05 1 -03 —-01 0 -0.2 0.3 0.1]0.2
v [IIT—=0.731110 O 0 0

xo | IV +04511 10 1 0 2.4

Als Losung erhalt man xq = 2.2, 29 = 2.4.

Hilfsfunktionsverfahren

Betrachte Probleme der Art
max f(Z), Nebenbedingungen ¢;(%) < by, i1,---,m, >0

Dabei sei f(Z) konkav, sowie die Menge der zuldssigen Losungen X =
{# € R"|g;(Z) < b;,i=1,---m,Z> 0} eine konvexe Menge.

Strafkostenverfahren

Betrachte max f(7) — aS(Z) wobei etwaige Verletzungen der Zuléssigkeit
durch eine Strafkostenfunktion S : IR" — IR beriicksichtigt werden.

Dabei ist S(7) = 0VZ € X und weiters strebt S(Z) gegen unendlich, je
weiter  vom zulassigen Bereich X entfernt ist.

Barriere-Verfahren

z.B. SUMT (Sequential Unconstrained Maximization Technique)

max P(Z,r) = f(Z) — rB(Z) mit r > 0,

wobei B(Z) eine Barrierefunktion ist, die ein Verlassen des zuléssigen Bere-

iches verhindern soll.
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e B(Z) ist klein, wenn ¥ € X weit vom Rand des zuléssigen Bereiches

entfernt ist
e B(Z) ist groB, wenn & € X dicht am Rand von X liegt.

e B(Z¥) strebt gegen oo, wenn ¥ gegen den Rand von X strebt.

Man kann etwa

nehmen.

Algorithmus:

1. Wahle kleines € > 0 (Abbruchschranke), » > 0, © € (0, 1).

Initialisierung: Setze k = 0, wihle zuldssigen Startpunkt #(©) der nicht

am Rand von X liegt.

2. Iterationen £ =0,1,2,--:

Ausgehend von Z*) bestimmt man mit einem Verfahren der unrestringierten

k+1) fiir ein Maximum

mehrdimensionalen Maximierung eine Naherung &
von
P = 1@ - (£ e S
j=1 bj - gj(:r:) i=1Ti
3. Falls ||z+1) — z-+D|| < ¢ = Abbruch, Z**+Y ist eine Niherung fiir
ein Maximum von f auf dem Bereich X. Ansonst: setzte r = Or und

gehe zum nachsten Iterationsschritt.

Bemerkung
Dieser Algorithmus kann auch bei Gleichheitsnebenbedingunen der Form

hi(¥) = dg, k= 1,-- -, q angewandt werden.
m 1

P(Z,r) = f(7) — 7 (gl - 6@ & )
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Entscheidung bei Mehrfachzielsetzung

1. eine diskrete Entscheidungsvariable, n 7 Evaluatoren” bzw. ” Konsequen-

zen” oder 7 Ziele”.

Bsp.: Autokauf

Preis ~ Verbrauch  Leistung (kW)

VW 16 200 7.21/100 km 66
Opel 14 900 7.01/100 km 62
Ford 14 000 7.21 /100 km 95
Toyota 15200 8.2 1/100 km 71
! l !
min min max

2. mehrere Entscheidungsvariable, stetige und diskrete Entscheidungsvari-

able moglich, Nebenbedingungen

Bsp: Bau eines Wasserspeichers

Entscheidungsvariable: Mann-Monate fiir Konstruktion, Radius des Sees,
Design des Damms

Kriterien: Speicherkapazitidt (max.), Baukosten (min.), Verlust durch
Verdunstung (min.)

Nebenbedingungen: minimale Dicke des Staudamms

3. Bsp: 1 stetige Entscheidungsvariable, 2 Funktionen

min(fi(2), fo(w)), mit fi(z) = Va+ 1 fole) = (z - 2)* + 1

x>0

Def: Zwei Ziele verhalten sich zueinander
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e indifferent (bzw. neutral) , wenn die Realisierung des einen Zieles ohne

jeden Einfluss auf den Realisierungsgrad des anderen Zieles ist.

e komplementar wenn durch die Erfiillung des einen Zieles auch der

Realisierungsgrad des anderen Zieles gesteigert wird.

Man unterscheidet symmetrische Komplementaritat wenn die Abhangigkeit
zwischen den Realisierungsgraden der beiden Ziele wechselseitig ist, und
asymmetrische Komplementaritat wenn ein erhohter Realisierungs-
grad des einen Zieles zwar zur Forderung des anderen Zieles fiihrt aber

nicht umgekehrt.

e konkurrierend, falls die Erfiillung eines Zieles den Realisierungsgrad

des anderen Zieles beeintrachtigt.

Bsp: Asymmetrische Komplementaritat liegt etwa zwischen ”Kapital-
rendite” und ”Kapitalumschlag” vor. Eine Beschleunigung des Kapitalum-
schlags fordert die Kapitalrendite, eine verbesserte Kapitalrentabilitat ist
hingegen nicht notwendig mit einem beschleunigten Kapitalumschlag ver-

bunden.

Def.:

e Eine Losung z* € X, die hinsichtlich jeder der Zielfunktionen f;(x),i =

1,---n optimal ist, heiflit perfekte Losung.

i.A. jedoch liegt meist ein Zielkonflikt vor

e Eine Losung z € X dominiert eine Losung # € X, falls # hinsichtlich
jeder Zielfunktion f;(z) mindestens gleich gut wie Z ist, und beziiglich

mindestens eines Kriteriums besser ist.
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i.e. bei Maximierungsproblemen: fi(z) > fu(Z) Vk = 1,---n und

fi(z) > fi(Z) fir mindestens ein 1.

e Jede zulassige Losung, die von keiner anderen zulassigen Losung do-

miniert wird, heifit funktional effizient (oder pareto-optimal).

e Die Menge aller funktional effizienter Losungen ergibt die vollstandige
Losung.

Spezielle Entscheidungsregeln:

Lexikographische Ordnung:

e Ordne Ziele bzw. Zielfunktionen nach ihrer Wichtigkeit

e Optimiere nach dem wichtigsten Ziel

e stimmen Alternativen beziiglich des wichtigsten Ziels tiberein, ordne ich

diese nach dem zweitwichtigsten Ziel

Verbrauch ~ Preis Leistung (kW)

Opel 7.01/100 km 14 900 62
Ford 7.21/100 km 14 000 55
VW 7.21/100 km 16 200 66
Toyota 8.21/100 km 15 200 71

Vertausch man Preis und Leistung = Ford und VW werden umgereiht.
Nachteil: FEine Alternative A wird B auch dann vorgezogen, wenn A
beziiglich eines wichtigeren Ziels nur geringfiigig besser als B ist, selbst wenn

A in einem untergeordneten Ziel bedeutend schlechter als B ist.
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Hauptziel und Nebenziele:

e Definiere ein Ziel als Hauptziel, das maximiert/minimiert werden soll.

Die iibrigen Ziele sind dann die Nebenziele.

e definiere fiir diese Nebenziele, Schranken.
falls das Nebenziel minimiert werden sollte = obere Schranke

falls das Nebenziel maximiert werden sollte = untere Schranke

Bsp: Speichersee:
Hauptziel: Baukosten minimieren

Nebenbedingungen: Verdunstung < V.., Kapazitat > K,

Min-Max-Kriterium:
Bsp: angenommen die beiden Funktionen fi(z) = vz + 1, fo(x) = (z —
2)2 41 beschreiben die Konzentration eines Schadstoffes in Abhingigkeit der

Produktionsintensitat .

2% = argmin {max{fi(z), f2(z)}}

i.e. die maximale Umweltbelastung wird minimiert.

Zielgewichtung:

Wahl von positiven Gewichten \; > 0,3 \; = 1. Multiplikation der einzel-
nen Zielfunktionen f;(%),i = 1,---,r mit den Gewichten und anschliessendes

Aufsummieren.
7P = argmax Y.\ fi(7)
i

Goal Programming:
Zunachst bestimmt man fiir jedes der Einzelzielfunktionen das Optimum,

ie. ff=max, f;(¥) bzw. f = min, f;(7).
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Die optimale Losung wird dann so bestimmt, dass der Abstand der Ziel-

funktionalswerte zum Vektor der Einzeloptima moglichst gering wird, i.e.

fi(@) fi
n

o —angin || || 5 || = 4 1@ - g
i=1

fn(T) f

p ist dabei ein Parameter, p € IN.

Durch Verwenden unterschiedlicher Gewichte kann man die optimale Losung

auch folgendermafien berechnen:

p\/zglzl Nl fi(Z) — fF[P mit pe N

opt

" = argmin

max; \;| fi(Z) — 7] fir 'p=od
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Standortwahl als Entscheidungsproblem bei Mehrfachzielsetzung

Bsp: Standortwahl fiir Fabrik

Die britische Firma Manchester Candies will in den USA eine Zuckerlfab-

rik errichten. 3 mogliche Standorte stehen zur Auswahl, die anhand von 10

Kriterien beurteilt werden.

Attribute S1 : Pocahontas, W. Va So: Hampson, Ky. S3 : Nitral, S.C.

X1 : Arbeits- | geringe Ausbildung, mittelméafige Ausbildung, mittelméaflige Ausbildung,

kréfte beschrankt vorhanden, ausreichend vorhanden Arbeitskraftemangel

X beschrankt, Autobahn- gute Nord-Siid Verbindung, | beschankt,

Transport anbindung in 2 Jahren erwartet | Ost-West mangelhaft keine Ausbaupléine

X3 : Roh- 350 km zum néchsten Hafen, 450 km zum néchsten Hafen, | 200 km zum néchsten Hafen,

materialien Wasser, Milch ausreichend Milch beschrankt, Wasser Milch verfiigbar, Ausbau .

verschmutzt beschrankt

X4 : Klima Temp:: 0 — 90°F (Mittel: Temp: 10 — 100°F (Mittel: Temp: 30 — 100°F (Mittel:

Klima 52°F'),32""Regen/Jahr 57°F'),24"Regen/Jahr 63°F'),20"Regen/Jahr

X5 landlich, Schulen mangelhaft landlich, Schulen mangelhaft | ldndlich, Schulen mangelhaft

Gesellschaft | beschrankte offentliche beschrankte offentliche beschrankte 6ffentliche
Einrichtungen Einrichtungen Einrichtungen

X : Umwelt- | saubere Umwelt, verschmutzte Fliisse, Werk saubere Umwelt,

schutz keine Probleme verursacht Umweltschaden keine Probleme

X7 beschrankte Gasversorgung, Gas vorhanden Gas vorhanden

Energie kann ausgebaut werden

Xg: gutgesinnt, bevorzugt Schwerindustrie, gutgesinnt, Steuervorteile,

Regierung: Steuervorteile beschréankte Steuervorteile 5 Jahre keine Miete

Xog : Kapital | 20.2 Mio. 19.9 Mio. 20.6 Mio.

X0 : Kosten | 5.2 Mio./Jahr 6.2 Mio./Jahr 5.8 Mio./Jahr

Die Kostenstrukturen (X, Xi9) sind dhnlich, weiters sind die drei Stan-

dorte beziiglich X, (Klima) und X5 (Gesellschaft) gleich. Ziehe daher zur
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Entscheidung die qualitativen Kriterien X7 — X3, X4 — Xg heran. Beziiglich

dieser Kriterien ergibt sich folgendes ranking:

X, Xo X3 Xe X7 Xg

Bei 7 Unentschieden” nimmt man das arithmetische Mittel

X1 X2 X3 X6 X? XS

S 3 2 1 15 3 2
Sy 15 1 3 3 15 3

S3 1.5 3 2 15 15 1
Berechne die Distanzmatrix

6.5 3.5 5.5
D=170 50 5.0

4.5 35 75

zB. dy1 =151+ [|1 -1+ 3-1+[3—-1|+[15—-1]+[3—-1=7.0
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AHP

Analytical Hierarchy Process

Grundidee: Auflésen des Oberzieles eines multikriteriellen Entscheidungsprob-

lems in eine Hierachie von Unterzielen.

Das Bestimmen der partiellen Wertefunktionen und der Gewichte erfolgt
auf sehr ahnliche Weise.

Im einfachsten Fall: Ein Oberziel, dessen Nutzen als gewichtete Summe der
(partiellen) Nutzen der Alternativen beziiglich der einzelnen Konsequenzen
gegeben ist.

D.h. bilden einer Priferenzfunktion ®4H#F

= Yi=1n Gi%i(.).

Bestimmen der Wertefunktionen

Wir betrachten eine Konsequenz Xj; und n Alternativen a;,7 = 1,---n
und wollen v (a;) bestimmen (k fest, i = 1,---n).

Moglichkeit 1: Auswahl einer Alternative, z.B der Schlechtesten. Setzen
vr(a™™) = 0 und bestimmen durch Vergleich die vj(a;). Normieren derart,
dass Wert der besten Alternative = 1 ist.

Insgesamt n — 1 Vergleichurteile erforderlich. Da der Vergleich jeweils
mit einer bestimmten Alternative erfolgt, besteht die Gefahr systematischer
Fehler.

Mboglichkeit II: Jede Alternative a; wird mit jeder Alternative a; ver-
glichen =  n(n — 1) Vergleichsurteile.

Der Paarvergleich wird durch Verhaltnisse ausgedriickt, d.h. der Entschei-

dungstriager gibt an, um wieviel eine Alternative a; besser ist als Alternative

a; im Hinblick auf Konsequenz Xj.
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Man erhalt eine empirische Paarvergleichsmatrix

1 vk(1,2) vp(1,n)

vE(2,1 1 vp(2,n

v k(2,1) k(2,n)
Uk(na 1) U Uk(na n— 1) 1

dabei bedeutet z.B. vi(i, j) = 3, dass a; 3-mal besser eingeschétzt wird als
a; bezuglich Konsequenz Xj.

Oft wird angenommen, dass der Paarvergleich nur Werte zwischen 1 und
9 annehmen kann (und die Reziprokwerte).

Es wird angenommen, dass die Matrix V reziprok ist, d.h.

1
Uk(]v 7’)

’Uk(i, ]) =
Verhielte sich der Entscheidungstrager konsistent miisste ausserdem

vk (2, §) vk (4, 1) = vr (i, 1)

gelten. (Konsistenzbedingung)
Ziel des AHP: Bestimmen einer konsistenten Wertefunktion, die moglichst
gut den Angaben des Entscheidungstragers entspricht.

Betrachten zunachst die konsistente Situation:

vi(a;)
vr(a;)

Uk:(Z?j) -

d.h. das Verhéltnis entspricht dem Quotienten der partiellen Wertefunktio-
nen.

Klarerweise ist die Konsistenzbedingung erfiillt:

vi(ai) vela;) _ vr(ai)
vg(ay) vi(ar) — vr(ar)

vk(2, 7)oe(d, 1) = = vk (2, 1)

Eine konsistente Paarvergleichsmatrix hat also die Gestalt
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v (a1) vg(ay)

1 vi(az) vk (an)

U’C(O’Q) 1 ’Uk(a,g)

V — Uk(al) Uk(an)
vZ(al) vklgan_l) 1

Bestimme nun eine konsistente Paarvergleichsmatrix, d.h. eine partielle
Wertefunktion vg(a;) die moglichst der empirischen Matrix entspricht:

Regressionsanalytischer Ansatz:

é Z: (vk(i,j) B vk(az‘)) — min,

vi(ay)

unter den Nebenbedingungen: vy (a;) > 0,3 vi(a;) = 1.

Eigenwertverfahren: Gegeben ist die inkonsistente empirische Matrix
V und gesucht ist ein Vektor ¢ = (vg(ay),vr(as), - -, vr(ay,))’ der die Werte-
funktion konsistent approximiert.

Angenommen, die empirische Matrix ist konsistent. Dann gilt:

Uk(%.]) = ivk(iaj)vk(aj) :vk(a’i) VZ,] = 17n

Durch Summieren

vi(i, j)ve(aj) = nog(a;) Vi=1,...n
=1

J

d.h. unter Konsistenz gilt:
Vi =nv
Somit ist n Eigenwert von V und ¢ ist der dazugehorende Eigenvektor.
Nun gilt fiir konsistente Paarvergleichsmatrizen, dass der grofite Eigen-

wert n ist, und alle anderen Eigenwerte = 0 sind. D.h. in der konsistenten

Situation ist ¥ der Eigenvektor zum grossten Eigenwert von V.
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Fiir inkonsistente Paarvergleichsmatrizen bestimmt man nun ¢ ebenfalls
als Eigenvektor zum grossten Eigenwert der Paarvergleichsmatrix. Er wird

derart normiert, dass ¥; vg(a;) = 1.

Inkonsistenzmass Fiir positive reziproke n xn—Matrizen gilt stets: A" >

\mar gy
= K = 1 - Inkonsistenzmass
n —

Je grosser [ K ist, desto inkonsistenter sind die Paarvergleiche des Entschei-

dungstragers. Ist /K > 0.1 so sollte der Entscheidungstrager seine Vergle-

ichsurteile nochmals tiberdenken.

Bestimmen der Gewichte: Die Bestimmung der Gewichte erfolgt ana-
log zur Bestimmung der Wertefunktion. Beziiglich verschiedener Konsequen-
zen Xj und X; miissen Vergleichsurteile G(k, ) abgegeben werden. Bei Kon-
sistenz gilt:

Ik
G(k,l) = o
Es werden konsistente Gewichte bestimmt, die so gut wie moglich die

tatsachlichen Urteile approximieren.

Bsp:
Wohnung | Larmbelastigung | Grofle | Entfernung
A laut 52 qm 30 min
B sehr laut 23 qm 5 min
C leise 15 qm 25 min
D noch nicht zu laut | 30 qm 15 min

Praferenzurteile beziiglich Larm:
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A B C D

1 3 1/5 1/3
1 1/9 1/5

1 4

o a w >

1

1 = gleichwertig, 3=etwas glinstiger, b=giinstiger, 7=viel glinstiger, 9=sehr
viel glinstiger

Beziiglich Larm ist Wohnung A "etwas gilinstiger” als B. etc.

Eigenwert: A" = 4.127, Eigenvektor: (0.110, 0.048, 0.611, 0.231). d.h.
die partielle Wertefunktion ist: vp(A) = 0.110,v,(B) = 0.048,v.(C) =
0.611,v.(D) = 0.231. Das Inkonsistenzmass ist: IK = 0.042.

Beziiglich Grosse:

1 3 1/4

1 1/5

o Q W =

1

Amar — 4231 G = (0.650,0.087, 0.045,0.218)!, [ K = 0.077

Beziiglich Entfernung:

A B C D

Al1 1/9 1/3 1/5
B 1 8 5
C 1 1/4
D 1
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Amar — 4230, i = (0.045,0.659, 0.083, 0.213)!, IK = 0.076

Bestimmen der Gewichte:

Larm Grosse Entfernung
Larm 1 1/3 4
Grosse 1 9
Entfernung 1

A9t = 3.01, (g1, g, gr) = (0.250,0.681, 0.069)

= Priferenzfunktion ®477 () = grv(.) + ggva(.) + geve(.)

Wohnung | A B C D

QAHP 0.474 0.117 0.189 0.220

= Préferenzordnung: A = D > C > B
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