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1 Einleitung

Die Vorlesung Algebra ist Bestandteil des Bachelor-Studiengangs in Mathe-
matik der Universitit Wien. Es stellt den Kernpunkt der Ausbildung im
Bereich der Algebra im Bachelorstudium dar. Aufbauend auf Vorkenntnisse
aus linearer Algebra und Zahlentheorie werden die Studierenden mit dem
abstrakt-strukturellen Zugang zur Algebra vertraut gemacht. Die Studie-
renden erhalten eine fundierte Ausbildung auf den zentralen Teilgebieten
der Algebra.

Das Wort Algebra kommt aus dem Arabischen - al-gabr - das Zusammen-
fiigen gebrochener Teile, und bezeichnet das Rechnen mit Gleichungen in
Unbekannten. Als Begriinder der Algebra gilt der Grieche Diophantos von
Alexandria, der wahrscheinlich zwischen 100 v. Chr. und 350 n. Chr. leb-
te. Sein 13 Bande umfassendes Werk Arithmetica ist das dlteste bis heute
erhaltene, in dem Gleichungen in Unbekannten verwendet werden. Bei Glei-
chungen geht es hauptséchlich um Polynomgleichungen wie etwa

¥ —4r+2=0

in einer Unbekannten x. Allerdings kann man auch mehrere Unbekannte
betrachten, wie etwa
y* = 2° — 362.

Diese Gleichungen sollen in gewissen Zahlbereichen gelost werden. Das sind
oft Korper wie R oder C. Es konnen aber auch ganzzahlige Losungen ge-
meint sein. Fiir Z oder Q spricht man von Diophantischen Gleichungen,
und das ist ein Zweig der Zahlentheorie. Sind die Exponenten hochstens 1,
spricht man von linearen Gleichungen, oder linearen Gleichungssystemen,
die in der linearen Algebra behandelt werden. Lineare und quadratische
Gleichungen in einer Variablen sind leicht zu losen. Interessanter wird es
aber schon bei kubischen Gleichungen. Es bedurfte schon einiger Anstren-
gungen, um auch nur eine Losung in einem Spezialfall zu finden. Das gelang



1 Finleitung

Tartaglia im Jahr 1535 mit der Gleichung
2+ ar =0,

mit reellen Zahlen a,b > 0. Er zeigte, dass

R (ORERE (R OO

eine reelle Losung ist. Cardano konnte 1545 die allgemeine kubische Glei-
chung 23 + az? + bx 4 ¢ = 0 auf den obigen Fall 23 + pz + ¢ = 0 reduzieren
und fand Losungsformeln, mit Ferrari auch fiir Grad 4. Er motivierte damit
auch die Einfiihrung komplexen Zahlen.

In der Neuzeit wurde die Theorie der Gleichungen weiter ausgebaut, durch
Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange und insbesondere auch durch Carl
Friedrich Gaufs , der 1799 den Fundamentalsatz der Algebra bewies: jede
Polynomgleichung

apx" + - -a1x +ag =0

vom Grad n > 1 besitzt genau n Losungen in den komplexen Zahlen.

Um 1830 entwickelte Evariste Galois (1811-1832) die Galoistheorie. Diese
kann als der Beginn der modernen Algebra verstanden werden. Galois und
unabhéngig Niels Henrik Abel 16sten das lange offene Problem der Losung
algebraischer Gleichungen von hoherem als viertem Grad, wobei man unter
Losung damals die Darstellung durch die tiblichen Rechenoperationen und
Wurzelausdriicke (Radikale genannt) verstand, indem sie zeigten, dass dies
ab dem fiinften Grad im Allgemeinen nicht mehr moglich ist (Satz von Abel-
Ruffini). Von Galois stammen in diesem Zusammenhang die Anféinge der
Gruppentheorie, vor allen Dingen Permutationsgruppen, und Korpertheo-
rie, also endliche Korper, auch Galois-Felder genannt, und Korpererweite-
rungen. Natiirlich kamen dann auch viele weitere algebraische Strukturen
hinzu, oft motiviert aus der Zahlentheorie oder Geometrie und anderen Be-
reichen.

Notationen: Mit N bezeichnen wir die natiirlichen Zahlen 0,1,2,.. ..



2 Gruppen

2.1 Gruppenaxiome

Definition 2.1. Eine Gruppe G ist eine nicht-leere Menge zusammen mit
einer bindren Operation (a,b) — ab von G X G — G, die die folgenden
Axiome erfiillt:

(1) Assoziativitat. Fir alle g, h, k € G gilt
(gh)k = g(hk).
(2) Ezistenz eines neutralen Elements. Es existiert ein Element e € G mit
eg =g =ge
tiir alle g € G.

(3) Existenz eines inversen FElements. Fiir jedes g € G existiert ein Ele-
ment ¢! € G mit

Ein e € G mit eg = g = ge ist automatisch eindeutig, denn fiir ein
zweites solches Element ¢/ € G hat man ¢/ = e¢’ = e. Ebenso ist das inverse
Element eindeutig.

Bemerkung 2.1.1. Man kann in Definition 2.1] die Bedingungen (2) und
(3) durch die folgenden schwécheren Bedingungen (2') bzw. (3') ersetzen:

(2") Eristenz eines links-neutralen Elements. Es existiert ein Element e € G
mit
€g =4
tiir alle g € G.
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(3') Ezistenz eines links-inversen Elements. Fiir jedes g € G existiert ein
Element ¢~ € G mit

g g=e¢e.

Lemma 2.1.2. Sei G eine Gruppe. Dann gelten die Kiirzungsregeln, d.h.,
aus gh = gk folgt h = k und aus hg = kg folgt h = k. Ist G endlich, so
sind die Kiirzungsregeln dquivalent zu Aziom (3).

Beweis. Angenommen es gilt gh = gk fiir g, h, k € G. Durch Anwendung
von (3) erhalten wir
h=glgh=g¢g'gk=k.

Aus hg = kg folgt ebenso h = k. Angenommen G ist endlich und es gelten
die Kiirzungsregeln. Dann ist die Linksmultiplikation L,: x — gz fiir jedes
g € G injektiv. Da G endlich ist, ist L, dann auch fiir jedes g € G surjektiv.
Daraus folgt aber Axiom (3). O

Definition 2.2. Eine Gruppe G heiftt abelsch, falls sie das Kommutativi-
tdtsgesetz erfiillt, d.h.,
gh = hg

fiir alls g, h € G.

In diesem Fall schreibt man oft a + b fiir ab, —a fiir ¢! und 0 fiir das
neutrale Element e. Das ist aber nicht immer der Fall. Fiir einen Korper
K hat man zwei abelsche Gruppen, namlich (K, +) mit der Addition, und
auch (K*,-), die multiplikative Gruppe der Elemente ungleich Null in K.
Beispiel 2.1.3. Hier sind weitere Beispiele von Gruppen.

1. Die Gruppe (Z,+) der ganzen Zahlen beziiglich Addition. Diese unendli-
che abelsche Gruppe wird auch manchmal multiplikativ geschrieben und mit
Cwo ={9" | g € Z} bezeichnet.

2. Die Gruppe (Z/nZ,+). Sie ist gegeben durch die Restklassen
{0,1,...,n —1}

modulo n. Multiplikativ geschrieben wird sie mit C, = {e,g,9°, ...,g" 1}
bezeichnet, wobei der Buchstabe C' fiir “cyclic” steht. Es gilt ¢" = ¢° = e.

3. Die Gruppe GL,(K). Sie besteht aus allen invertierbaren n x n-Matrizen
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mit Koeffizienten in einem Korper K. Sie heifit die allgemeine lineare
Gruppe vom Grad n. Firn =1 ist GL1(K) = K*.

4. Die Diedergruppe D, firn > 3. Sie besteht aus den Isometrien der Ebe-
ne, die ein requldres n-FEck fixieren, wobei die Operation die Komposition
von Isometrien ist. Die Gruppe D, hat 2n Elemente und ist durch

2 -1 2 -1
D, ={e,r,re, .. .,r" s, rs, s, T s}

gegeben. Dabei ist v eine Drehung um den Winkel 27”, und s eine Spiege-

V' = =1 und s> = e. Die Elemente s,rs,r%s,...r" 's

sind Drehungen des n-

lung, so dass srs~
sind Spiegelungen und die Elemente e,r,...,r
Ecks mit v = e.

n—1

5. Die “freie” Gruppe Fy. Diese Gruppe besteht aus allen reduzierten Wor-
tern in zwei verschiedenen Buchstaben a und b und threr Inversen. Zwei
Warter werden verknipft, indem man sie hintereinander schreibt. Redu-
ziert bedeutet, dass man so weit wie moglich kirzt, also z.B.

ba"2bbta’b = ba"%a’b = b,
Das neutrale Element ist das leere Wort e.

Definition 2.3. Sei X eine Menge. Dann ist die Menge aller Bijektionen
f: X — X eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildungen. Sie
wird mit Sym(X) bezeichnet.

Fir X = {1,2,...,n} ist Sym(X) die symmetrische Gruppe S,, mit n!
Elementen. Die Diedergruppe Djs besteht aus den Drehungen und Spiege-
lungen eines regelméafigen Dreiecks, mit den Ecken 1,2, 3 in der Ebene, die
das Dreieck in sich tiberfiihren. Die Drehungen sind id, (123), (132), und die
Spiegelungen (12), (13), (23). Hier bedeutet (123) zum Beispiel die Bijekti-
on 7:{1,2,3} — {1,2,3} mit 7(1) = 2, 7(2) = 3 und 7(3) = 1. Also hat
man

D5 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)} = S.

Fiir n > 4 hat S,, aber mehr Elemente als D,,. Die Komposition von Ele-
menten m, o € S3 definieren wir durch

(1 0 72) (i) = m1(ma(7))
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fir alle i € {1,2,3}. Fiir m; = (12) und my = (23) gilt etwa

(mom)(1) =m(l) =2,
(m10m2)(2) = m(3) =3,
(7'('107'('2)(3) :7'('1( ) 1.

Das bedeutet (12) o (23) = (123). Auf diese Weise kann man die Gruppen-
tafel von S3 bestimmen.

o id  (123) (132) (23) (13) (12)
id id  (123) (132) (23) (13) (12)
(123)| (123) (132) id  (12) (23) (13)
(132)| (132) id  (123) (13) (12) (23)
(23) | (23) (13) (12) id  (123) (132)
(13) | (13) (12) (23) (132) id  (123)
(12) | (12) (23) (13) (123) (132) id

Lemma 2.1.4. Sei S eine nichit-leere Teilmenge einer Gruppe G. Ange-
nommen, die folgenden zwei Eigenschaften gelten:

(S1) Fiir alle a,b € S gilt ab e S.
(52) Fiir allea € S gilta ™t € S.
Dann ist S mit der Verkniipfung von G eine Gruppe.

Beweis. Wegen (S1) definiert die bindre Operation auf G auch eine binére

Operation auf S, die die Assoziativitdt vererbt. Nach Voraussetzung enthélt

S mindestens ein Element a. Fiir jedes a € S liegt sein Inverses a~! und

das Produkt e = aa™! wegen (S1) und (S2) wieder in S. Daher folgen die
Gruppenaxiome fiir S aus denen fiir G. H

Definition 2.4. Jede nicht-leere Teilmenge S einer Gruppe G, die (S1) und
(S2) erfiillt, heit Untergruppe von G.

Beispiel 2.1.5. 1. Die "triviale"Gruppe {e} und die ganze Gruppe G sind
Untergruppen von G.

2. Das Zentrum einer Gruppe G, definiert durch
Z(G)={g9eG|gr=zgVxe G}

10
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ist eine Untergruppe von G.

3. Der Schnitt beliebig vieler Untergruppen von G ist eine Untergruppe von
G.

4. Die Teilmenge nZ von 7 fiir n € Z ist eine Untergruppe von Z.

Lemma 2.1.6. Sei X eine Teilmenge einer Gruppe G. Dann gibt es eine
kleinste Untergruppe von G, die X enthdlt.

Beweis. Der Schnitt S aller Untergruppen von G, die X enthalten, ist wie-
der eine Untergruppe von G, die X enthilt. Offensichtlich ist sie die kleinste
solche Untergruppe. S enthélt mit X auch alle endlichen Produkte von Ele-
menten aus X und deren Inverse. Aber die Menge solcher Produkte erfiillt
(S1) und (S2) und ist daher eine Untergruppe S’ von G, die X enthilt.
Offensichtlich gilt S = 5’ O

Definition 2.5. Die kleinste Untergruppe von G, die X enthélt, wird mit
(X)) bezeichnet und heifst die von X erzeugte Untergruppe. Wir sagen, dass
X die Gruppe G erzeugt falls G = (X), d.h., falls jedes Element von G als
endliches Produkt von Elementen aus X und deren Inversen geschrieben
werden kann.

Wir setzen () = {e} = 1, welches die triviale Gruppe ist. Die Gruppe,
die durch eine Rotation » um den Winkel 27” erzeugt wird, ist durch C,, =
(ry ={e,r,r%, ..., r" 1} gegeben.

Definition 2.6. Eine Gruppe G heifst zyklisch, falls sie von einem Element
erzeugt ist.

Man beachte, dass zyklische Gruppen abelsch sind, da alle Elemente r*
und ¢ kommutieren. Insbesondere sind die Gruppen C,, und Cs zyklisch.
Die Gruppen GL,(K) sind fiir n > 1 nicht zyklisch, da sie nicht abelsch
sind.

2.2 Gruppenhomomorphismen

Definition 2.7. Eine Abbildung ¢: G — H zwischen zwei Gruppen heifst
Gruppenhomomorphismus, falls

©(gh) = ¢(g) - w(h)

11
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fiir alle g, h € G. Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heifst Gruppe-
nisomorphismus. Dann heifen die Gruppen G und H isomorph und wir
schreiben G = H.

Ist e das neutrale Element von G und e’ das neutrale Element von H,
dann gilt ¢(e) = € fiir jeden Gruppenhomomorphismus ¢: G — H:

p(e) = plee) = p(e)p(e)

impliziert durch Kiirzung mit o (e), dass ¢’ = o(e). Weiterhin gilt ¢(g~!) =
©(g)~? fiir alle g € G, weil

/

w(9)elg™") = elgg™") = ple) = ¢

Das Inverse eines Gruppenisomorphismus ist wieder ein Gruppenisomor-
phismus.

Beispiel 2.2.1. Wir geben drei Beispiele von Gruppenhomomorphismen.

1. Sei H eine Untergruppe von G. Dann ist die Einbettung H — G ein
Gruppenhomomorphismus.

2. Die Abbildung ¢: 7. — 7, x — nzx, fir ein n € Z ist ein Gruppenhomo-
morphismus.

3. Die Ezponentialabbildung exp: (R, +) — (Rxq,-) ist ein Gruppeniso-
morphismus.

Definition 2.8. Eine Gruppenhomomorphismus ¢: G — G heiltt Endo-
morphismus. Ist er bijektiv, so heilkt er Automorphismus. Die Automorphis-
men einer Gruppe G bilden eine Gruppe unter Komposition, die mit Aut(G)
bezeichnet wird.

Zum Beispiel ist die Konjugationsabbildung
ig: G — G,x > grg™’
ein Automorphismus von G. Die Abbildung ist bijektiv, und es gilt
ig(zy) = gryg™' = (gzg~ ") (gyg™") = ig()ig(y)

fiir alle g, h € G. Also ist i, ein bijektiver Gruppenhomomorphismus, also
ein Automorphismus. Er heifst auch innerer Automorphismus von G.

12
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Definition 2.9. Die inneren Automorphismen von G bilden eine Unter-
gruppe von Aut(G), die mit Inn(G) bezeichnet wird.

Es gilt
(gh)x(gh)~" = g(hazh™")g™"

fiir alle g, h € G, was ig,(x) = (i5015)(x) bedeutet. Die Gruppe Inn(G) ist
genau dann trivial, wenn G abelsch ist.

Definition 2.10. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern
von ¢ ist durch

ker(p) = {9 € G | v(9) = en},
gegeben und das Bild von ¢ ist durch

im(¢) = {p(g) | g € G}.

gegeben.

Es ist leicht zu sehen, dass ker(y) eine Untergruppe von G ist, und im(y)
eine Untergruppe von H. Weiterhin ist ¢ genau dann injektiv, wenn ker(ip)
trivial ist.

Wir wollen noch eine Anwendung von Gruppenhomomorphismen geben,
namlich den Satz von Cayley.

Satz 2.2.2 (Cayley). Fir jede Gruppe G gibt es einen injektiven Gruppen-
homomorphismus L: G — Sym(G). Insbesondere ist jede endliche Gruppe
der Ordnung n isomorph zu einer Untergruppe der S,,.

Beweis. Man betrachte die Abbildung L: G — Sym(G), die durch g — L,
gegeben ist. Wir haben

(Lgo Ly)(x) = Lap(x)

fir alle a,b,x € G, und L, € Sym(G) fiir alle a € G, da jede Abbildung
L, bijektiv ist. In der Tat, L. = id und

La o La—l =id = La—l o La.

Also ist L ein Gruppenhomomorphismus. Er ist injektiv, weil die Kiirzungs-
regeln in G gelten; siehe Lemma 2.1.2 ]

13
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2.3 Nebenklassen und Faktorgruppen

Sei S eine Teilmenge einer Gruppe G. Definiere Mengen
aS ={as|se€ S}, Sa={sa|seS}

Definition 2.11. Sei GG eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Die
Mengen der Form aH heifsen Linksnebenklassen von H, und die Mengen
der Form Ha heiflen Rechtsnebenklassen von H.

Wegen e € H gilt aH = H genau dann wenn a € H.
Satz 2.3.1. Sei H eine Untergruppe von G.

(a) Ein Element a € G liegt in einer Linksnebenklasse C' von H genau
dann wenn C = aH.

(b) Zwei Nebenklassen sind entweder gleich oder disjunkt.
(c) Es gilt aH = bH genau dann wenn a™'b € H.
(d) Je zwei Nebenklassen haben die gleiche Kardinalitit.

Beweis. (a): Falls C' = aH gilt, haben wir a € aH. Umgekehrt, wenn a in
der Linksnebenklasse bH liegt, dann folgt a = bh fiir ein h € H, und

aH = bhH = bH.
(b): Angenommen, zwei Nebenklassen C' und C” sind nicht disjunkt. Dann

gibt es ein a in C' und in C’; so dass C' = aH = C' wegen (a).

(c): Falls a™'b € H, dann folgt H = o 'bH und aH = aa 'bH = bH.
Umgekehrt, falls aH = bH gilt, dann hat man H = o 'bH und a~'b € H.

(d): The Abbildung Ly,-1: aH — bH, gegeben durch ah +— bh ist eine
Bijektion. ]

Definition 2.12. Sei H eine Untergruppe von G. Der Index (G : H) von
H in G ist die Kardinalitdt der Menge {aH | a € G}, d.h., die Anzahl der
Linksnebenklassen von H in G.

14
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Fiir die triviale Untergruppe H = 1 gilt (G : 1) = |G|. Das ist die
Ordnung von G, d.h., die Anzahl der Elemente in G. Wir haben
G = U aH.
aceG

Da je zwei Nebenklassen gleich oder disjunkt sind, bilden sie eine Partition
von G.

Theorem 2.3.2 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe, und H eine Un-
tergruppe. Dann qilt

(G:1)=(G:H)H:1).
Insbesondere teilt die Ordung einer Untergruppe die Ordnung von G.

Beweis. Die Linksnebenklassen von H in GG bilden eine Partition von GG. Es
gibt (G : H) Nebenklassen, und jede hat (H : 1) Elemente. O

Definition 2.13. Die Ordnung eines Gruppenelements g € G ist definiert
als die Ordnung der zyklischen Untergruppe, die durch g erzeugt wird, d.h.,

ord(g) = |(g)|-

Die Abbildung v : Z — (g), k — g* ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus mit (g) = Z fiir ord(g) = oo und (g) = Z/mZ fiir ord(g) = m,
siche Beispiel 2.3.16. Ist ord(g) = m € N, so folgt aus diesem Isomorphis-
mus

F=es kemlZ.

Insbesondere ist die Ordnung von g ist auch die kleinste positive Zahl £ > 1
mit g% = e. Existiert keine solche Zahl, so hat man ord(g) = oo.

Korollar 2.3.3. Die Ordnung von g teilt die Ordnung von G fiir jedes
g € G, und es gilt
g% =e.

Beweis. Man wende Lagrange fiir die Untergruppe H = (g) an und benutze

(H : 1) = ord(g). Aus ord(g) | ord(G) folgt ord(G) € ord(g)Z, und daher
gord(G) — e n

Bemerkung 2.3.4. Fiir die Gruppe U(n) = (Z/nZ)* der invertierbaren
Elemente in Z/nZ bedeutet al®l = e auch a#™ = 1, wegen |U(n)| = ¢(n).
Fiir n = p Primzahl ist das der "kleine Fermat": a’~! = 1 mod p fiir p { a.

15



2 Gruppen

Korollar 2.3.5. Jede Gruppe von Primzahlordnung p ist isomorph zu der
zyklischen Gruppe C,,.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordung p. Dann hat jedes Element die
Ordung 1 oder p, weil das die einzigen positiven Teiler von p sind. Da G
nicht-trivial ist, gibt es ein Element g € G der Ordnung p. Sei H = (g9) C G
die zyklische Untergruppe von G, die durch g erzeugt wird. Dann ist |H| = p
und H =G ={e,g,4% ...¢" '} O

Zu je zwei Gruppen G und H kann man das direkte Produkt G x H
bilden. Es ist das kartesische Produkt von G und H mit der Komposition
(g,h)(¢',h') = (g9, hh'). Diese erfiillt alle Gruppenaxiome. Eine endliche
Gruppe G mit ord(G) = n ist zyklisch genau dann, wenn sie ein Element
der Ordnung n hat. Man beachte, dass das direkte Produkt C),, x C,, die
Ordung n? hat, aber kein Element der Ordung n? fiir n > 2. Also ist sie
nicht zyklisch. Allerdings gilt nun der folgende Satz.

Satz 2.3.6. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

Beweis. Sei G eine zyklische Gruppe mit Erzeuger g. Fiir eine Untergruppe
H C G werden wir H = (g") fiir ein n € N zeigen. Also ist H zyklisch. Die
triviale Gruppe ist offenbar von dieser Form. Also konnen wir annehmen,
dass H nicht-trivial ist. Sei n die kleinste positive ganze Zahl mit ¢" € H.
Ein solches n muss existieren, da H nicht-trivial ist, und somit irgendeine
Potenz von g enthalten muss. Wir behaupten, dass jedes h € H eine Potenz
von ¢" ist. Wir wissen, dass h = ¢™ fiir ein m € Z. Mit dem Euklidischen
Algorithmus in Z erhalten wir m = qn + r fiir ganze Zahlen ¢ und r mit
0 <r < n. Also ist
h=g"=(g")g"

und g" = (g")"%h. Wegen g" € H zeigt das ¢" € H. Da n aber minimnal
war, impliziert 0 < r < n nun 7 = 0. Also gilt n | m und h = ¢ € (g").
das zeigt H = (g"). O

Definition 2.14. Eine Untergruppe N von G heilst normal oder Normal-
teiler, falls gN = Ng fiir alle g € G. Wir schreiben N < G.

Offenbar ist eine Untergruppe N von G genau dann ein Normalteiler, falls
gNg~! = N fiir alle g € G. In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe

16



2.3 Nebenklassen und Faktorgruppen

ein Normalteiler. In nicht-abelschen Gruppen muss nicht jede Untergruppe
ein Normalteiler sein.

Beispiel 2.3.7. Sei G = GLy(Z) = {A € My(Z) | det(A) = £1} und
N ={({?) | n € Z}. Dann ist G eine Gruppe, und N eine Untergruppe
von G, die nicht normal ist.

Fiir g = ({}) € G haben wir

(570 e

Lemma 2.3.8. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ¢: G — H st
stets ein Normalteiler von G.

Beweis. Sei N = ker(y). Es geniigt, aNa™! C N fiir alle a € G zu zeigen,
da daraus auch a ' Na C N folgt. Das kann man umschreiben als aN C Na
und Na C aN, was aN = Na fiir alle a € G bedeutet.

Sei also x € N, d.h., p(x) = ey. Dann ist

plaza™) = p(a)p(x)p(a) "
= p(a)egp(a)™

]

Beispiel 2.3.9. Der Kern des Gruppenhomomorphismus det: GL,(K) —
K> st ein Normalteiler in GL,(K), der durch

SL,(K)={A € GL,(K) | det(A) =1}
gegeben ist.

Das Argument kann man auch fiir GL,(Z) = {A € M,(Z) | det(A) =
+1} rechtfertigen, d.h.,
SL,(Z)<GL,(Z),

siche auch Beispiel 2.3.7.

Lemma 2.3.10. Jede Untergruppe H von G mit (G : H) = 2 ist normal.

17
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Beweis. Ist (G : H) = 2, dann ist G = H U gH als disjunkte Vereinigung.
Also ist gH das Komplement von H in G. Das gleiche Argument zeigt, dass
auch Hg das Komplement von H in G ist. Also gilt gH = G\ H = Hg fiir
alle g € G. ]

Beispiel 2.3.11. Die Untergruppe C,, = {e,r,7? ...,v" 1} in D, hat In-
dex 2, and ist deshalb ein Normalteiler.

Lemma 2.3.12. Sei N ein Normalteiler einer Gruppe G. Die Menge der
Nebenklassen G /N wird mit der Multiplikation aN - bN = abN zu einer
Gruppe, der sogenannten Faktorgruppe. Die Abbildung 7: G — G/N, a —
aN ist ein Gruppenhomomorphismus mit ker(m) = N.

Beweis. Die Multiplikation ist wohldefiniert, weil (ab) N nicht von der Wahl
der Repriasentanten abhangt. Ist ztN = aN und yN = bN fiir irgenwelche
x,y € G, so folgt

(ab)N = a(bN) = a(yN) = a(Ny)
= (aN)y = (zN)y = z(Ny)
= z(yN) = (xy)N

Hier haben wir wesentlich benutzt, dass N normal ist. Man priift nun die
Gruppenaxiome leicht nach. Das neutrale Element von G/N ist eN = N,
und das Inverse zu aN ist a='N. Wir haben

m(ab) = abN = aN - bN = 7(a)n(b),

und 7 ist offensichtlich surjektiv. Es gilt wegen Satz 2.3.1], Teil (¢),

ker(m) ={a € G| 7m(a) =eN}
={a e G|aN =eN}
={aeGlae N}
= N.

Der Homomorphismus 7: G — G/N hat eine universelle Eigenschaft.
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2.3 Nebenklassen und Faktorgruppen

Satz 2.3.13 (Homomorphiesatz). Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomor-
phismus, und N ein Normalteiler von G mit N C ker(y). Dann existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus @: G/N — H, so dass das Diagramm

G ‘ H
N A
G/N

kommutiert, d.h., mit ¢ = P omw. Es gilt im(p) = im(p) und ker(p) =
m(ker(y)). Insbesondere ist @ genau dann injektiv, wenn ker(yp) = N gilt.

Beweis. Fiir jede Abbildung @ mit ¢ = o gilt $(aN) = p(a). Daher ist
© eindeutig bestimmt, falls es existiert. Die Existenz erscheint trivial, weil
wir ja @ einfach durch ®(aN) = p(a) definieren konnen. Das macht aber
nur dann Sinn, wenn aus alN = bN schon p(a) = ¢(b) folgt. Das nennt
man die Wohldefiniertheit von p, und die miissen wir jetzt zeigen. In der
Tat, aus aN = bN folgt b~la € N C ker(y). Das bedeutet

e = p(b~"a) = p(b) " p(a),
also p(a) = p(b). Weiterhin gilt
BaNYB(BN) = p(a)p(b) = p(ab) = F(abN) = B(aN - bN).

Also ist @ ein Gruppenhomomorphismus. Weiterhin gilt im(®) = im(y)
und ker(p) = m(ker(¢)) nach Definition. Da 7 surjektiv ist, ist ker(y) das
Urbild von ker(®) unter m, d.h.,

ker(p) = 7 (ker(7)).

Nun ist @ genau dann injektiv, wenn ker(p) = N trivial ist, d.h., wenn
ker(p) = 7 1(N) = N ist. O

Korollar 2.3.14. Sei p: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
G/ ker(p) = ¢(G).

Beweis. Nach Satz mit N = ker(p) existiert ein eindeutig bestimm-
ter Homomorphismus @: G/ ker(¢) — ¢(G) mit ¢ = @ o w. Er ist injektiv
wegen ker(¢) = N und surjektiv wegen im(p) = im(p) = ¢(G). Also ist er
ein Isomorphismus. ]
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Beispiel 2.3.15. Fir G = GL,(K) und ¢ = det: GL,(K) — K* gilt
ker(p) = SL,(K) und o(G) = K*. Also erhalten wir

GLo(K)/SLy(K) = K*.

Beispiel 2.3.16. Sei G = (g) eine endliche zyklische Gruppe. Dann ist
0:7Z — G, k — g¢* ein Gruppenhomomorphismus mit ker(p) = mZ fiir
einm € Z und p(Z) = G. Wir erhalten dann

Z/mZ = G.
Fiir zwei Untergruppen H und N von G bezeichne
HN ={hn|he€ Hne N}
das Komplexprodukt.

Satz 2.3.17 (1. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe
und N ein Normalteiler. Dann ist HN eine Untergruppe von G, N ein
Normalteiler in HN und H N N ein Normalteiler in H. Die FEinbettung
H C HN induziert einen Isomorphismus

H/(HNN) 2 HN/N.

Beweis. Die Menge HN erfiillt die Untergruppenaxiome (S1) und (S2). Fiir
Elemente hiny, hono € HN gilt

(hlnl)(h2n2> = hl(nlhg)ng € hlth,

weil n1hy € Nhy = hoN ist, also nihy = hon fiir ein n € N gilt. Das zeigt
(S1). Fiir hn € HN gilt

(hn) ' =n"th = (A 'n'h)ht € NH,

weil h™in7th = n/ € N gilt. Also gilt (52). Wegen N < G gilt erst recht
N < HN. Die Komposition

H < HN — HN/N

ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern H N N, der deswegen ein
Normalteiler in H ist. In der Tat, ¢: H — HN/N ist durch h — hN
gegeben, mit,
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2.3 Nebenklassen und Faktorgruppen

ker(p) ={a € H |aN = N}
={a€ H|a€ N}
=HNN.

Aus Korollar 2.3.14] folgt dann
H/(HNN)= HN/N.
[]

Einen surjektiven Homomorphismus bezeichnet man auch als Epimorphis-
mus.

Satz 2.3.18 (2. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, H und N Normal-
teiler mit N C H. Dann ist N auch Normalteiler in H, und man kann
H/N als Normalteiler von G/N auffassen. Es gibt einen Epimorphismus
G/N — G/H, der einen Isomorphismus

(G/N)/(H/N) = G/H.
induziert.

Beweis. Wegen N <G gilt auch N < H. Die Inklusion H — G induziert den
Homomorphismus
Y: H— G — G/N,

der den Kern N hat. nach dem Homomorphiesatz gibt es also einen eindeutig
bestimmen Homomorphismus ¢: H/N — G/N, so dass das Diagramm

bii v G/N
N A
H/N

kommutiert, d.h., mit 1) = 1) o 7. Wegen ker(¢)) = N ist v injektiv. Also
kénnen wir H/N mit der Untergruppe im(¢)) von G//N identifizieren. Der
Epimorphismus G — G/H induziert wegen N C H auch einen Epimor-

phismus

¢: G/IN - G/H, aN — aH
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mit
ker(p) ={aN € G/N | aH = H}
={aN € G/N | a € H}
— H/N.
Nun folgt die Behauptung aus Korollar 2.3.14 O

Beispiel 2.3.19. Wir haben

(Z/16Z)/(8Z/16Z) = Z,/8Z.

2.4 Symmetrische Gruppen

Nach dem Satz von Cayley (Satz[2.2.2) kann jede endliche Gruppe als Unter-
gruppe einer symmetrischen Gruppe aufgefasst werden. Es lohnt sich daher,
symmetrische Gruppen und ihre Elemente etwas genauer zu betrachten. Je-
des Element 7 € S, ist eine Permutation der Zahlen in X = {1,2,... n},
die man zunéchst in zweireihiger Notation darstellen kann:

- 1 2 3 - n
C\m(1) w(2) 73) - w(n))
Es ist aber oft giinstiger, 7 als Produkt von sogenannten Zykeln darzustellen.

Definition 2.15. Seien 11, ...,7; verschiedene ganze Zahlen aus X. Ein
Element m € S, heifst k-Zykel, falls

7T(i1) =19,..., 7T(ik_1) = i, 7T(Zk) = 11,

und 7 alle iibrigen Elemente aus X fixiert. Man schreibt m = (4; .. .4). Wir
nennen {iy,...,i} den Triger des k-Zykels.

Ein 1-Zykel fixiert alle ¢ € X, also haben wir (i) = id. Ein 2-Zykel
(i7) heifit auch Transposition. Wegen (ij)? = id hat eine Transposition die
Ordnung 2 in der Gruppe S,,. Allgemeiner hat ein k-Zykel die Ordnung k.

Bemerkung 2.4.1. Je zwei Zykel 0,7 € 5, mit disjunkten Trigern kom-
mutieren, d.h., o7 = 70.
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Lemma 2.4.2. Sei a = (iy -+ -1i}.) ein k-Zykel und 7 € S,,. Dann ist Tar !

wieder ein k-Zykel, gegeben durch

Tar t = (1(iy) - - 7(i1)).

Beweis. Wegen (17717)(4,) = 4, und a(,) = %11 mod & gilt

7ot N 71(i)) = T(irs1 mod )
fir alle 1 <r < k. Sei 1 <7 <n gegeben mit j # 1, fiir jedes r. Dann ist
a(j) = j, weil j nicht im k-Zykel o enthalten ist. Also ist Tar~1(7(j)) =
7(5), und Tar ! fixiert jede Zahl, die nicht von der Form 7(i,) ist fiir ein 4,
und wir haben

Tar = (1(iy) - - 7(i1)).
U]

Nicht jede Permutation ist ein Zykel, aber jede Permutation kann, im
wesentlichen eindeutig, als Produkt von Zyklen geschrieben werden:

Satz 2.4.3 (Zykelzerlegung). Sei o € S,,. Dann gibt es ein v € N und Zy-
klen o1, ..., 0. der Linge mindestens zwei mit paarweise disjunkten Tragern
und

o=01 0.

Dabei sind r und {oy,...,0,} eindeutig durch o bestimmt.

Der Satz folgt leicht durch Induktion {iber die Anzahl der i € X, die
durch o nicht fixiert werden, und ist dem Leser als Ubung iiberlassen.

Beispiel 2.4.4.
12345678
( 513 6 8) = (15)(27634)(8).
Satz 2.4.5. Jedes 0 € S, ist fiir n > 2 ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. Wegen Satz geniigt es zu zeigen, dass jeder k-Zykel ein Pro-
dukt von Transpositionen ist. Fiir k = 1 gilt (1) = (12)?, und fiir k& > 2
gilt

(ivin - - - ig) = (iriz) (inis) - - - (in_1ip)-
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Beispiel 2.4.6.
(13526) = (13)(35)(52)(26).

Definition 2.16. Das Signum von 7w € S,, ist definiert durch

sgn(m) = H %‘j(])

Es definiert eine Abbildung sgn: S, — {£1} durch 7 — sgn(n).

Satz 2.4.7. Die Abbildung sgn: S, — Cy ist ein Gruppenhomomorphis-
mus, d.h.,

sgn(oT) = sgn(o)sgn(T)
fir alle o, 7 € S,,.

Den Beweis kennen wir aus der linearen Algebra.

Definition 2.17. Die alternierende Gruppe A, ist definiert als der Kern
des Signum-Homomorphismus.

Offenbar gilt A} = Ay = 1 und |A,| = %' fiir n > 2. Als Kern ist A,, ein
Normalteiler von S,, mit Faktorgruppe S, /A, = C5. Da Transpositionen
das Signum —1 haben, liegen sie nicht in A,. Aber alle Elemente, die ein
Produkt von einer geraden Anzahl von Transpositionen sind, liegen in A,,.
Umgekehrt sind alle Elemente von A,, ein (eventuell leeres) Produkt von
einer geraden Anzahl von Transpositionen, siehe Satz 2.4.5]

Lemma 2.4.8. Jedes Element von A,,, n > 3 ist ein Produkt von 3-Zykeln.
Also wird A, von 3-Zykeln erzeugt.

Beweis. Es gilt (1) = (123)3. Jedes m € A,, ist ein Produkt von einer gera-
den Anzahl von Transpositionen. Aber das Produkt von je zwei Transposi-
tionen kann immer als Produkt von 3-Zykeln geschrieben werden. Entweder

ist (i7)(ig) = (1), oder (ij)(51) = (ijl), oder
(i) (Kl) = (i7)(5k) (7k) (K1) = (17k) (K1)

fiir paarweise verschiedene i, 7, k, [. O]

Beispiel 2.4.9. Wir haben Az = {(1),(123), (132)}. Wegen Korollar 235
ist jede Gruppe der Ordnung 3 isomorph zu Cs, d.h., A3 = C}.
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2.5 Gruppen kleiner Ordung

Wir mochten mit elementaren Mitteln alle Gruppen der Ordung n < 8 bis
auf Isomorphie bestimmen. Zunéchst einmal gibt es zu jedem n € N eine
zyklische Gruppe der Ordnung n, ndmlich C),. Zudem kennen wir schon die
S3 mit 6 Elementen, und die D4 mit 8 Elementen. Wir konnen auch direkte
Produkte von diesen Gruppen betrachten. Wir benétigen noch eine andere
wichtige Gruppe der Ordnung 8.

Definition 2.18. Sei (g die von

() (0

erzeugte Untergruppe von G Lo(C). Sie heifst Quaternionengruppe.
Es gilt

0

und J?2 =1 = K? = —F, also J* = I* = K* = E. Somit besteht Qg aus
den Matrizen

K:IJ:((Z.) Z):—JI

Qs={E.—E.I,—I,J,—J K,—K}
={(01), (%), G2, (7D, (%8), A5, (16, (&%)}

Da Gruppen der Ordnung p mit p prim isomorph zu C, sind, gibt es je
eine Gruppe der Ordnung 1,2, 3. Fiir |G| = 4 gibt es mehr als nur eine
Gruppe.

Satz 2.5.1. Jede Gruppe der Ordnung 4 ist isomorph zu Cy oder Cy x Cs.

Beweis. Sei GG eine Gruppe der Ordnung 4. Falls G ein Element der Ordnung
4 hat, gilt G = (4. Andernfalls gilt G = {e,a,b,c} und die Ordnung
von a, b, c ist ein echter Teiler von 4 nach Lagrange, aber nicht 1, weil die
Elemente verschieden von e sind. Also haben a,b,c die Ordnung 2 und
es gilt a®> = b®> = ¢ = e. Wir behaupten, dass ab = c gilt, weil alle
anderen Wahlen fiir ab unmoglich sind. Aus ab = e wiirde zum Beispiel
a = b~! folgen, also b = b~! = @, ein Widerspruch. ab = a wiirde b = e
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bedeuten und ab = b wiederum a = e. In der gleichen Weise sehen wir, dass

ba = ¢ = ab,ca = b = ac und cb = a = bc gilt. Mit diesen Relationen und
Cy = {£1} sieht man leicht, dass die Abbildung f: G — Cy x Cy mit

fle) =(1,1), fla) = (=1,1), f(b) = (1, —1), f(c) = (=1,—-1)
ein Isomorphismus ist. []

Satz 2.5.2. Jede Gruppe gerader Ordnung hat eine ungerade Anzahl von
Elementen der Ordnung 2.

Beweis. Fiir a € G sei U, = {a,a"'}. Es gilt |U,| = 2, auRer fiir Elemente
der Ordnung 1 und 2, wo a = a~! gilt. Sei k die Anzahl der Elemente der
Ordnung 2 in G. Es gibt genau ein Element der Ordnung 1. Wir haben die
disjunkte Vereinigung

G=JU

acG
und somit
Gl = |Udl = |Ue| + k- 1402,
acG
Wegen |U.| = 1 muss k ungerade sein. O

Wir wollen diesen Satz auf Gruppen der Ordnung 6 anwenden.

Lemma 2.5.3. Sei G eine Gruppe der Ordnung 6. Dann besitzt G ein
Element der Ordnung 2 und ein Element der Ordnung 3.

Beweis. Hat G ein Element der Ordnung 6, so ist G = Cg = (Cy x (C},
und die Behauptung ist richtig. Andernfalls haben alle Elemente aufier e
die Ordnung 2 oder 3 wegen Lagrange. Nach Satz gibt es 1, 3 oder 5
Elemente der Ordnung 2. Angenommen, es gibe 5 solche Elemente. Dann
hatte G mindestens drei Erzeuger a, b, ¢, denn fiir 2 Erzeuger der Ordnung 2
ware G = (5 x Cy. Dann wéren aber auch alle Elemente a, b, ¢, ab, ac, be, abe
verschieden wegen der Kiirzungsregel. Somit wére

G ={e,a,b,c,ab,ac,be,abc} = Cy x Cy x Cy,

und G hétte mehr als 6 Elemente, ein Widerspruch. Also hat G ein oder drei
Elemente der Ordung 2 und mindestens ein Element der Ordnung 3. []
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Satz 2.5.4. Jede Gruppe der Ordnung 6 ist isomorph zu Cg oder Ss.

Beweis. Wegen Lemma 2.5.3 gibt es Elemente a, b € G mit ord(a) = 2 und
ord(b) = 3. Dann sind die Elemente e, a, b, ab, b?, ab* wegen den Kiirzungs-
regeln alle verschieden. Da G sechs Elemente hat, folgt

G = {e,a,b,ab,b?, ab*}.

Nun bestimmen wir ba. Es muss eines der 6 Elemente sein. ba = e ist
unméglich, da sonst b = a7 und 2 = ord(a) = ord(a™!) = ord(b) = 3.
ba = a oder ba = b wiirde b = e oder a = e bedeuten. Auch ba = b? ist
unmoglich. Angenommen, ba = ab. Dann besteht die Gruppe genau aus den
Elementen {a't’ | i = 0,1, j = 0,1,2} = Cy x C3 = Cy. Andernfalls gilt
ba = ab® = ab~!. Das ist genau die Definition von D3. Mit a = (12) und
b = (123) ist das die Gruppe S3, wie wir schon gesehen haben. ]

Lemma 2.5.5. Jede abelsche Gruppe der Ordnung 8 ist isomorph zu Cy,
02 X 04 oder 02 X 02 X 02.

Beweis. Ohne die Klassifikation endlich-erzeugter abelscher Gruppen zu
verwenden, kann man wie folgt argumentieren. Falls G ein Element der Or-
dung 8 hat, gilt G = Cs. Wenn G kein Element der Ordnung 4 hat, so haben
alle Elemente aufer e die Ordnung 2 und wir erhalten G = Cy x Cy x ()
wie in Beweis von Lemma 2.5.3. Es bleibt der Fall, das G ein Element a
mit ord(a) = 4 hat. Sei N = (a) und b irgendein Element in G\ N. Dann
ist bN # N und

G = N UbUN = {e,a,a* a®,b,ab,a’, a®b}.

Angenommen, alle Elemente in G\ N hiitten Ordnung 4. Dann hitte b
die Ordnung 2, weswegen dann b> € N gilte. Aber das einzige Element der
Ordnung 2 in N ist a?, also hat man a? = b und mit a* = e dann

(a®b)* = a*ba’®b = a®b? = a® = e.
Das ist ein Widerspruch zu ord(a®b) = 4. Also gibt es doch ein Element b
der Ordnung 2 in G \ N. Wir haben N = (a) = Cy und K = (b) = (Cy,
und G ist das direkte Produkt beider Gruppen. In der Tat gilt NN K =1,
N, K <G und NK = (G, wegen
[VI[K] _ 4-2
INNK| 1

INK| = — 8.
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Alsoist G=E N x K = (4 x Os. O
Satz 2.5.6. Jede nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 8 ist isomorph zu Dy
oder ()s.

Beweis. Da G nicht-abelsch ist, haben alle Elemente bis auf e die Ordnung
2 oder 4. Gilt g? = e fiir alle ¢ € G dann ist G abelsch. Also gibt es ein
Element z € G der Ordnung 4. Sei y € G \ (x). Die Untergruppe (x,y)
enthélt (z) als echte Teilmenge, also gilt (z,y) = G. Nach Vorraussetzung
kommutieren z und y nicht. Da (z) Index 2 in G hat, ist es ein Normalteiler.
Also gilt
yry e (x) = {e, x, 2%, 2%},

Da yzy ! Ordnung 4 hat, folgt yxy~! = x oder yzy~! = 23 = 27 1. Der erste
Fall isr unméglich, denn 2 und y kommutieren nicht. Also gilt yory ! = 271

Die Gruppe G/(z) hat Ordnung 2, also gilt
y? € (x) = {e,x, 2% 2%}

Da y Ordnung 2 oder 4 hat, hat y?> Ordnung 1 oder 2. Also y?> = 1 oder
y? = x2. Also haben wir G = (z,y) mit entweder

4 2 -1 _ -1
x _67y —e,yxy = 9

oder

zt = e, y2 = :I:Q,y:cy_l =z

Es ist nun leicht zu sehen, dass G = D, im ersten Fall, und G = Qg im
zweiten Fall. ]

Sei f(n) die Anzahl der nicht-isomorphen Gruppen der Ordnung n. Dann
ist die Klassifikation der Gruppen mit n < 8 wie folgt gegeben:

f

(n) Gruppen
1 1

1 Cy

1 Cs

2 04, Cg X 02
1
2
1
o

Cs
Ce, 53
Cr
08702 X 04, CQ X CQ X CQ,Qg, D4

OO Ww N3
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Bemerkung 2.5.7. Die Resultate in diesem Abschnitt sind Spezialfalle
allgemeinerer Resultate. Satz 2.5.1] kann fiir alle Gruppen der Ordnung p?
verallgemeinert werden. Es gibt genau zwei verschiedene Gruppen der Ord-
nung p?, nimlich C), x C, und C)2. Lemma2.5.3 ist ein Spezialfall des Satzes
von Cauchy: fiir jede Primzahl p, die die Gruppenordnung teilt, gibt es ein
Element der Ordnung p in GG. Auch Satz [2.5.4 gilt allgemeiner: jede Gruppe
der Ordnung 2p fiir eine ungerade Primzahl p ist isomorph zu Csy, oder D,,.

Bemerkung 2.5.8. Die Funktion f(n) hat in der Online Encyclopedia of
Integer Sequences OEIS sogar die erste Nummer, namlich A0O00001. Diese
Funktion wéchst rasant fiir Primzahlpotenzen p”, sieche Higman’s Arbeit [3].
In der Tat haben wir

p2—27n2(n—6) < f(pn) Sp%n3+0(n5/2)

Was die Klassifikation von endlichen Gruppen im allgemeinen betrifft, so
gibt es das Millennium-Projekt von Besche, Eick und O’Brian [I]. Sie haben
alle Gruppen der Ordnung n < 2000 klassifiziert. Die Arbeit wurde 2002
publiziert (ein kleiner Fehler in der Anzahl wurde 2022 von Burell korri-
giert). Die meisten Gruppen gibt es tendenziell fiir Potenzen von 2. Es gibt
genau 49.910.531.351 verschiedene Gruppen der Ordnung n < 2000. Mehr
als 99% von ihnen haben die Ordnung 21°. Es gilt f(210) = 49.487.367.289.
Die anderen Werte fiir f(2%), mit & = 1,...9 sind

1, 2, 5, 14, 51, 267, 2328, 56092, 10494213.

2.6 Gruppenoperationen

Definition 2.19. Sei GG eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenope-
ration von G auf X ist eine Abbildung (g, x) — gz, G x X — X mit

(1) g(hx) = (gh)z fiir alle g,h € G und alle x € X
(2) ex = x fiir das neutrale Element e € G und alle = € X.

Eine Gruppenoperation von GG auf X ist nichts anderes als ein Gruppenho-
momorphismus G — Sym(X). Die Operation definiert ndmlich Linksmul-
tiplikationen L, € Sym(X), und die Axiome besagen dann, dak L: G —
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Sym(X), g — L(g) = L, ein Homomorphismus ist.
Die Operation hiefst treu, falls L injektiv ist, d.h., falls gilt

gxr = x fiir alle x € X impliziert g = e.

Beispiel 2.6.1. 1. Jede Gruppe G operiert auf jeder Menge X durch die
triviale Operation, d.h., durch gx = x fir alle g € G und alle x € X.

2. Die Gruppe GL,(K) operiert auf K" durch Matriz Multiplikation, also
durch (A, x) — Azx.
3. Die symmetrische Gruppe S, operiert durch Permutationen auf der Men-
ge X ={1,2,...,n}.
4. Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjugation: mit X = G
ist die Operation durch (g,x) — grg™! gegeben.
5. Fiir jede Gruppe G operiert die Automorphismengruppe Aut(G) auf G.
6. Die Gruppe SLy(C) der komplezen 2 x 2-Matrizen A = (45) mit De-
terminante det(A) = 1 operiert auf der Riemannschen Zahlenkugel C =
C U {oo} durch Mébius Transformationen
az+b
Az)— Az =——
(4,2) Tt d

mit A-oco=a/c und A-(—d/c) = .

Wir wollen die Axiome fiir das letzte Beispiel nachpriifen. Die Einheits-

o = 2 Fiir zwei Matrizen A = (9]),

matrix [ operiert durch Iz =
B = (3?) hat man

az+p
OZZ—{—ﬂ) a('yzj:c5>+b

A.(B-z):A.(WM ~

_ (aa+by)z + (aB + bd)
~ (ca +dvy)z + (cB + db)

_ (ax+by aB+b0)
 \eca+dy cB+dd :

= (AB) - 2.
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Definition 2.20. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Fiir
x € X heifst die Menge

Gr={gr|ge G} C X
die Bahn von x. Man sagt auch G-Orbit und schreibt O(x).

Beispiel 2.6.2. Operiert G auf such selbst durch Konjugation, so sind die
G-Orbiten nichts anderes als die Konjugationsklassen. Hier ist firx € X =
G die Konjugationsklasse von x die Menge

{9297 | g € G}.
Zwei Bahnen Gz und Gy sind entweder disjunkt oder gleich, denn aus
gr = hy € Gx NGy

folgt x = g thy, also Gx C Gy, und y = h™ gz, also Gy C Gx. Also ist X
die disjunkte Vereinigung aller Bahnen.

Definition 2.21. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Fiir
x € X heifst die Menge

der Stabilisator von x, oder die Isotropiegruppe von x.

In der Tat ist G, eine Untergruppe von G, aber im allgemeinen kein
Normalteiler.

Beispiel 2.6.3. Operiert G auf such selbst durch Konjugation, so sind die
Stabilisatoren gerade die Zentralisatoren. Hier ist fiir x € X der Zentrali-
sator von x in G die Menge

Co(r) ={9 € G | gz = xg}.

Das Zentrum Z(G) von G ist gerade der Schnitt tiber alle Zentralisatoren,

Z(G) = mC’(;(:C):{gEG\g:E::EgV:EEG}.

reG
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Beispiel 2.6.4. Sei G eine Gruppe, die durch Konjugation auf sich selbst
operiert und H eine Untergruppe von G. Dann ist der Stabilisator von H
genau der Normalisator von H in G. Hier ist der Normalisator Ng(H) von
H in G gegeben durch

Ng(H)={g€ G |gHg ' = H}.

Definition 2.22. Eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer nicht-
leeren Menge X heiltt transitiv, falls es nur eine Bahn gibt, d.h., falls fiir
alle z,y € X ein g € G existiert mit gr = y.

Dann ist Gx = X fiir alle v € X.
Beispiel 2.6.5. 1. Die Gruppe S,, operiert transitiv auf X = {1,2,...,n}.
2. Die Konjugationsoperation einer nicht-trivialen Gruppe G ist nicht tran-
s1t00.
3. Die Operation von GL,(K) auf K™ durch Matriz Multiplkation ist nicht
transitiv.

Fiir 1. benutze man, dass 1 auf jede Zahl in X abbildet werden kann unter
einer Permutation von S,,. Ware die Operation in 2. transitiv, so wire jeder
Orbit gleich G. Wegen g - e = geg™!' = e wire also G trivial, Widerspruch.
Fiir 3. geniigt es zu bemerken, dass die Bahn von 0 nicht gleich X ist.

2.7 Die Klassengleichung

Definition 2.23. Sei GG eine Gruppe, die auf X operiert. Eine G-invariante

Abbildung zwischen G-Mengen X und Y ist eine Abbildung ¢: X — Y
mit p(gz) = gp(x) fiir alle x € X und alle g € G. Die Abbildung ¢ heifst
Isomorphismus von G-Mengen, falls ¢ bijektiv und G-invariant ist.

Theorem 2.7.1 (Orbit-Stabilisator-Theorem). Sei G eine Gruppe, die auf
X operiert. Dann ist die Abbildung

v: G/Gy = Gz, gG, — gz

ein Isomorphismus von G-Mengen und es gilt

G| = (G2 G,) =

Gal
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2.7 Die Klassengleichung

Beweis. Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert: aus ¢G, = hG, folgt g 'h €
G, also gr = g(g~thx) = hz. Sie ist injektiv, weil aus gz = ha folgt
g 'hx = x, also g7'h € G, und deshalb ¢G, = hG,. Sie ist surjektiv nach
Konstruktion. Wir iiberlassen es dem Leser zu zeigen, dass die Abbildung
G-invariant ist. ]

Fiir die Konjugationsoperation von G auf sich selbst und einer Untergrup-
pe H von G erhélt man das folgende Resultat.

Korollar 2.7.2. Die Anzahl der Konjugierten gH g™ ' einer Untergruppe H
von G ist durch (G : Ng(H)) gegeben.

Da X die disjunkte Vereinigung seiner G-Bahnen ist, folgt aus |Gz| =
(G : G,) die Bahnengleichung:

Korollar 2.7.3 (Bahnengleichung). Ist (z;);c; ein Vertretersystem fir die
G-Bahnen in X, so gilt
X1 = 3G G,
icl
Die Bahnengleichung wird zur Klassengleichung fiir die Konjugationsope-

ration.

Satz 2.7.4 (Klassengleichung).
Gl =) (G: Col))

zeC

=Z2(G)|+)_(G: Cay)),

yel’

wober x ein Vertretersystem C fiir die Konjugationsklassen durchlauft, und
y ein Vertretersystem C' fiir die Konjugationsklassen mit mehr als einem
Element.

Man beachte, dass jeder Summand ein Teiler von |G| ist, also jede Kon-
jugationsklasse eine Ordung hat, die ein Teiler von |G| ist. Das folgt nicht
aus Lagrange, da Konjugationsklassen keine Untergruppen sein miissen.

Die folgende Tabelle zeigt die Konjugationsklassen in Sy. Sie sind durch den
Zykeltyp bestimmt.
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Zykeltyp Elemente
1 (1)
(ab) (12),(13),(14), (23), (24), (34)
(abc) | (123),(132),(124),(142),(134), (143), (234), (243)
(ab)(cd) (12)(34), (13)(24), (14)(23)
(abcd) (1234), (1432),(1324), (1423), (1243), (1342)

Beispiel 2.7.5. Die Klassengleichung fiir Sy lautet
1S4 =24=1+6+8+3+6.
Wir haben Z(Sy) = 1.

Die Klassengleichung hat einige wichtige Konsequenzen. Zunéchst wol-
len wir die Klassifikation endlicher abelscher Gruppen aus der elementaren
Zahlentheorie in Erinnerung rufen.

Theorem 2.7.6. Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es ein
k € N, Primzahlen py,...,pr und positive ganze Zahlen nq, ..., n; mit

k
A=]]z/p}z.
j=1

Dabei sind k und die Paare (pj,n;) bis auf Reihenfolge eindeutig durch A
bestimmt.

Korollar 2.7.7. Sei A eine endliche abelsche Gruppe und p eine Primzahl,
die |A| teilt. Dann besitzt A ein Element der Ordnung p.

Beweis. Wegen |A| = H?le?j bedeutet p | |A|, dass p = p; fiir ein i. Also
hat A eine Untergruppe, die isomorph zu einer zyklischen Gruppe Z/p"Z
ist. Ihr Erzeuger g hat Ordnung p”. Dann hat das Element gp"*1 die Ordung

p, denn ord(g¥) = ed(h) in einer zyklischen Gruppe der Ordung n. ]

Nun folgt mit Hilfe der Klassengleichung eine Verallgemeinerung, die als
der Satz von Cauchy bekannt ist.

Satz 2.7.8 (Cauchy). Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl,
die |G| teilt. Dann besitzt G ein Element der Ordnung p.
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2.7 Die Klassengleichung

Beweis. Wir machen eine Induktion iiber |G|. Angenommen, es gibt ein
Element y € G\ Z(G) mit p1 (G : Ce(y)). Dann folgt p | |Ca(y)| wegen

(G:1)=(G:Cay)) - (Caly) : 1).

Nach Induktionsannahme gibt es ein Element der Ordung p in C¢(y), und
somit auch in G. Also diirfen wir annehmen, dass p alle Terme (G : Cs(y))
in der Klassengleichung fiir nicht-zentrale Elemente y teilt. Aber dann haben

wir p | |Z(G)|. Da Z(G) abelsch ist, gibt es wegen Korollar 2.7 7 ein Element
der Ordnung p in Z(G) C G. O

Der Satz von Cauchy ist sehr niitzlich fiir die Strukturtheorie endlicher
Gruppen.

Satz 2.7.9. Jede Gruppe der Ordnung 2p fiir eine Primzahl p > 2 st
isomorph zu Cy), oder D,,.

Beweis. Nach Cauchy’s Theorem gibt es fiir jeden Primteiler p von |G| ein
Element der Ordung p in G. Wegen |G| = 2p und p > 2 kénnen wir das
fiir 2 und p anwenden. Sei s also ein Element der Ordnung 2, und r ein
Element der Ordnung p. Dann ist C}, = (r) ein Normalteiler von G wegen
(G : Cp) = 2, siche Lemma 2310 Offensichtlich gilt s ¢ C,, so dass
G = C, U Cps. Das bedeutet G = {1,7,...,r"" ! s, rs,... . "7 1s}. Da C,
normal ist gilt srs~' = r* fiir ein k € Z. Wegen s> = e haben wir
r=srs?=s(srs st ="

Das bedeutet k> =1 mod p, also p | (k—1)(k+1). Es folgt also entweder
k=1 modp oder k = —1 mod p. In ersten Fall ist G abelsch (jede
Gruppe, die durch kommutierende Elemente erzeugt wird, ist kommutativ),
d.h., G = (r,s|r? =s* =e,rs = sr) = Cyy,. Im zweiten Fall haben wir
srs™t =11 so dass G = D,,. ]

Definition 2.24. Eine endliche Gruppe G heift p-Gruppe, falls sie Prim-
zahlpotenzordnung hat, d.h., falls |G| = p™.

Satz 2.7.10. Eine endliche Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe falls
jedes Element eine p-Potenz Ordung hat.
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Beweis. Ist |G| = p™, dann hat wegen des Satzes von Lagrange jedes Ele-
ment eine Ordnung, die p™ teilt, also eine p-Potenz ist. Fiir die Umkehrung
nehmen wir an, es gébe eine Primzahl ¢ # p mit ¢ | |G|. Dann gébe es ein
Element ¢ € G mit ord(g) = ¢ # p* wegen Cauchys Theorem. Das ist ein
Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt |G| = p™ fiir ein m € N. O

Satz 2.7.11. Sei G eine nicht-triviale endliche p-Gruppe. Dann ist Z(G)
nicht-trivial.

Beweis. Nach Voraussetzung ist (G : 1) eine p-Potenz. Also sind alle Terme
iber y € C' in der Klassengleichung durch p teilbar. Das bedeutet p |
1Z(G)]. O

Satz 2.7.12. Eine Gruppe der Ordnung p" hat Normalteiler von jeder mog-
lichen Ordnung 1,p,...,p".

Beweis. Wir machen eine Induktion iber n. Wegen Korollar 2.7.7 besitzt
Z(@G) ein Element g der Ordnung p. Also ist N = (g) ein Normalteiler der
Ordnung p. Es gilt |G/N| = p"~!, und wir kénnen die Induktionsvoraus-
setzung anwenden. Da die Normalteiler von G/N zu den Normalteilern von
GG, die N enthalten korrespondieren, folgt die Behauptung fiir G. ]

Lemma 2.7.13. Sei H eine Untergruppe von G mit H C Z(G), so dass
G/H zyklisch ist. Dann ist G abelsch.

Beweis. Sei a ein Element in G, dessen Bild in G/H ein Erzeuger ist. Dann
kann man jedes Element von G schreiben als g = a’h mit h € H und j € Z.
Wegen H C Z(G) haben wir

ah-dh =adhh
=a’a'h'h
—dh - d'h.
L]

Satz 2.7.14. Jede Gruppe der Ordnung p* mit einer Primzahl p ist abelsch
und deshalb isomorph zu C, x C), oder Cpp.

Beweis. Wegen Lagrange gilt |Z(G)| € {1,p,p*} und wegen Satz 2.7.11]
konnen wir Ordnung 1 ausschliessen, d.h., |G/Z(G)| € {1,p}. In beiden
Fillen ist G/Z(G) zyklisch, so dass G abelsch ist wegen Lemma 2713 O
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2.7 Die Klassengleichung

Gruppen der Ordnung p? miissen nicht notwenig abelsch sein, wie wir in
Satz 2.5.6] fiir p = 2 gesehen haben. Zusammen mit Lemma 2.5.5] oder mit
Theorem 2.7.6] haben wir folgende Klassifikation.

Satz 2.7.15. Jede Gruppe G der Ordnung 23 ist isomorph zu einer der
Gruppen Cg, Cy x Cy, Cy X Cy x Cy oder Dy, Qs.

Auch fiir p > 2 gibt es nicht-abelsche Gruppen der Ordnung p*. Die
Heisenberggruppe iiber Z/(p) ist definiert durch

1 a b
Heis(Z/(p)) = 01 c|l|abceZ/(p)
001

Sie ist offensichtlich nicht-abelsch und hat die Ordnung p?. Fiir p = 2 erhilt
man Heis(Z/(2)) = Dy. Fiir p > 2 haben alle nicht-trivialen Elemente in
Heis(Z/(p)) die Ordnung p, da

1 a b\? p(p—1)

I 0 =5—ac
01 c] =(01 0 =1,
001 00 1
weil @ = 0 mod p fiir alle p > 2. Eine weitere nicht-abelsche Gruppe
der Ordnung p? ist wie folgt gegeben. Sei

anz/6%) = { (§ 1) L e 2/670 2 0} € GLa@/ o)

die affine Gruppe iiber Z/(p?). Sie hat die Ordnung p?p(p?) = p*(p — 1)
und besitzt einen eindeutigen Normalteiler I'(p) der Ordnung p?, gegeben
durch

to)={ (5 1) labezith) e = 1in /7))

Er ist der Kern des Homomorphismus Aff(Z/(p?)) — (Z/(p*))* gegeben

durch
a b P
01) "

und hat ein Element der Ordnung p?, néimlich (§ }). Deshalb sind I'(p) und
Heis(Z/(2)) fiir p > 2 nicht isomorph. Fiir p = 2 sind sie allerdings beide
isomorph zu Dy.
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Theorem 2.7.16 (Holder 1893). Jede Gruppe der Ordnung p? fir eine
Primzahl p > 2 ist isomorph zu einer der Gruppen C, x C), x C), C), X Cp2,
Cys, Heis(Z/p) oder I'(p).

2.8 Die Sylowsatze

Definition 2.25. Sei G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von |G|.
Eine Untergruppe von G heifst p-Sylowgruppe von G falls ihre Ordnung die
hochste p-Potenz ist, die |G| teilt.

Eine p-Sylowgruppe ist also eine maximale p-Untergruppe von G. Fiir
p 1 |G| ist offenbar die triviale Gruppe eine p-Sylowgruppe von G.
Beispiel 2.8.1. 1. P = {(1),(123), (132)} ist eine 3-Sylowgruppe von Sy.
2. P ={(1),(1234), (13)(24), (1432), (24), (14)(23), (13), (12)(34) } ist eine
2-Sylowgruppe von Sy. Sie ist isomorph zu Dy.

Hier haben wir |S;| = 24 = 23 3, und r = (1234), s = (24) fiir Dj.

Fiir die Sylowséatze benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 2.8.2. Sei H eine p-Gruppe, die auf einer endlichen Menge X
operiert und sei X die Menge der Punkte, die von H fiziert wird, d.h.

X ={reX|hr=aVheH).

Dann qilt
1 X| = | X¥| mod p.

Insbesondere folgt
|H| = |Z(H)| mod p.

Beweis. Es gilt (H : Stab(zg)) = |Hxo| wegen Theorem 271l Da H ei-
ne p-Gruppe ist, muss dieser Index eine p-Potenz sein. Also besteht Hx
entweder nur aus einem Element, oder |Hzg| ist durch p teilbar. Da X die
disjunkte Vereinigung seiner Bahnen ist, folgt die erste Behauptung. Wen-
det man diese auf die Konjugationsoperation an, so erhélt man die zweite
Behauptung. ]
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Theorem 2.8.3 (Sylow I). Sei G eine endliche Gruppe und p eine Prim-
zahl. Gilt p" | |G| fir ein r > 1, dann hat G eine Untergruppe der Ordnung
P
Beweis. Wegen Satz 2.7.12 geniigt es die Aussage fiir den Fall zu bewei-
sen, wo p" || |G| die hochste p-Potenz ist, die |G| teilt. Denn wenn G eine
Untergruppe der Ordnung p” hat, so hat sie auch Untergruppen aller mogli-
chen kleineren Ordnungen 1, p, p?, ..., p". Wir konnen also annehmen, dass
|G| = p"m mit p{m ist. Sei
X={5CG|[[5]=p"}
Definiere eine G-Operation auf X durch
(9,A) = gA={ga|ac A}
Sei Ae X,ie, A={g1,...,gy} und sei
H = Stab(A) ={g € G | gA = A}.

Fiir jedes g; € A ist die Abbildung h — hg;, H — A injektiv wegen des
Kiirzungsgesetzes, und so gilt

(H:1)<|Al =y

In der Gleichung
(G:1)=(G:H)(H:1)
ist (G:1)=p'mmitptmund (H:1) =p" mit k <7, und (G : H) ist
die Anzahl der Elemente in dem Orbit von A. Also geniigt es, eine einzige
Menge A zu finden, fiir die p nicht die Anzahl der Elemente in ihrer Bahn
teilt. Denn dann konnen wir, fiir dieses spezielle A, schliessen, dass die
Untergruppe H = Stab(A) Ordnung p” hat, und wir sind fertig. Die Anzahl
der Elemente in X ist
x| (zf“m) _m)p'm—1)---@p'm—i)---(p'm —p" +1)
pr pr(pr—1)---(pr—z')---(pr—p7“+1)

Wegen ¢ < p" ist die p-Potenz, die p"m — ¢ teilt gleich der p-Potenz, die ¢
teilt. Das gleiche gilt fiir p” — 4. Also sind die entsprechenden Terme {iber
und unter dem Bruchstrich durch die gleiche p-Potenz teilbar, so dass p

kein Teiler von |X| ist. Da die Bahnen eine Partition von X bilden, muss
mindestens eine Bahn (fiir eine Menge A) nicht durch p teilbar sein. Das
zeigt die Behauptung. ]
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Korollar 2.8.4. Fiir p-Gruppen gilt die Umkehrung des Theorems von La-
grange. Fir jeden Teiler d | |G| gibt es eine Untergruppe der Ordnung d.

Im allgemeinen gilt die Umkehrung von Lagrange nicht. Die Gruppe Ay
hat Ordnung 12, und d = 6 ist ein Teiler von 12. Es gibt aber keine Unter-
gruppe der Ordnung 6 von Ay:

Beispiel 2.8.5. Die Untergruppen von Ay sind wie folgt gegeben:

Ordnung | # Untergruppen
1 1 {(W)}
2 3 {(1),(12)34)}, {(1), (13)(24)}, {(1), (14)(23)}
34 {0, (123), (132)}, {(1), (243), (230)} , (1), (142), (120},
{(1), (134), (143)}
N (0, (12)39), (13)(29), (1423}
12 1] {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (243), (142), (134),
(132),(143), (234),(124)}

Nach Sylow I gibt es Untergruppen der Ordnung 2, 22, und 3. Die Grup-
pe der Ordnung 4 ist die eindeutige 2-Sylowgruppe von Ay, und die vier
Gruppen der Ordnung 3 sind die 3-Sylowgruppen von Aj.

Bemerkung 2.8.6. Sylow I impliziert den Satz von Cauchy. Gilt p | |G|, so
hat G eine Untergruppe H der Ordnung p. Dann hat jedes Element h € H
aufer e die Ordnung p.

Lemma 2.8.7. Sei P eine p-Sylowgruppe von G und H eine p-Untergruppe.
Fualls H die p-Sylowgruppe P normalisiert, d.h., falls H C Ng(P) gilt, dann
folgt H C P. Insbesondere normalisiert P keine andere p-Sylowgruppe von
G ausser sich selbst.

Beweis. Da H und P Untergruppen von Ng(P) sind, und P normal in
Nq(P), ist HP eine Untergruppe. Der zweite [somorphiesatz gibt

H/HNP=HP/P.
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Daher ist (HP : P) eine p-Potenz, denn (H : 1) ist eine p-Potenz nach
Voraussetzung. Wir haben aber

(HP:1)=(HP: P)(P:1),

und (P : 1) ist die grofste p-Potenz, die (G : 1) teilt, also auch die grofste
p-Potenz, die (HP : 1) teilt. Also gilt (HP: P)=p'=1und H C P. O

Theorem 2.8.8 (Sylow II). Je zwei p-Sylowgruppen von G sind konjugiert,
also isomorph.

Beweis. Sei X die Menge der p-Sylowgruppen in GG, und operiere G auf X
durch Konjugation, d.h., durch

(9,P) — gPg~".

Sei O eine der G-Bahnen. Wir wollen O = X zeigen. Sei P € O und P
operiere durch die Aktion von . Die G-Bahn O spaltet sich unter dieser
Operation auf in mehrere P-Bahnen, wovon eine P sein wird. Das muss auch
die einzige einelementige Bahn sein, da {Q} genau dann eine P-Bahn ist,
wenn P das () normalisiert. Das passiert wegen Lemma 2.8.7 aber nur fiir
() = P. Also ist die Anzahl der Elemente in jeder P-Bahn, die verschieden
von { P} ist, durch p teilbar und wir haben

|O|] = 1 mod p.

Angenommen es gibt eine p-Sylowgruppe P, die nicht in X liegt. Dann zeigt
das vorangegangene Argument, dass die Anzahl der Elemente in jeder P-
Bahn durch p teilbar ist, da es keine einelementigen Bahnen gibt in diesem
Fall. Also erhalten wir |O| = 0 mod p, einen Widerspruch. Also gibt es kein
P mit P ¢ O, und es folgt O = X. ]

Theorem 2.8.9 (Sylow III). Sei s, die Anzahl der p-Sylowgruppen in G
und sei |G| = p"m mit p{m. Dann gilt s, | m, und s, = (G : Ng(P)) fir
jede p-Sylowgruppe P of G. Wir haben

sp = 1 mod p.

Beweis. Im Beweis von Sylow II haben wir schon gezeigt, dass s, = |O| =
1 mod p. Sei P eine p-Sylowgruppe von G. In Korollar haben wir ge-
zeigt, dass die Anzahl der Konjugierten von P durch (G : Ng(H)) gegeben
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ist. Aber das ist gerade s,. Weiterhin gilt

(G:1)

(Ne(P) = 1)
(G:1)
(No(P) - P)(P - 1)

(Na(P) : P)’

(G Na(P)) =

welches ein Faktor von m ist. Also hat man s, | m. O

Korollar 2.8.10. Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe
enthalten.

Beweis. Sei H eine p-Untergruppe von G und operiere H auf der Menge X
der p-Sylowgruppen von G durch Konjugation. Da |X| = s, nicht durch p
teilbar ist wegen Sylow III, muss X nicht-leer sein wegen Lemma 2.8.2
Das bedeutet, es gibt mindestens eine H-Bahn, die aus einer einzigen p-
Sylowgruppe besteht. Aber dann normalisiert H die Gruppe P und Lemma
287 impliziert H C P. O

Korollar 2.8.11. Eine p-Sylowgruppe von G ist genau dann normal, wenn
sie die einzige p-Sylowgruppe ist.

Beweis. Angenommen, P ist normal. Dann ist P wegen Sylow II die einzige
p-Sylowgruppe, denn jede andere p-Sylowgruppe Q erfiillt Q = gPg~!' = P.
Umgekeht sei s, = 1. Dann ist gPg~! = P, so dass P normal ist. ]

Korollar 2.8.12. Angenommen G hat nur eine einzige p-Sylowgruppe fir
jede Primzahl p mit p | |G|. Dann ist G das direkte Produkt seiner p-
Sylowgruppen.

Beweis. Es seien Py, ..., B die Sylowgruppen von G. Es gilt |P;| = p;" mit
verschiedenen Primzahlen p;, die |G| teilen. Wegen Korollar 2.8 TT]ist jedes
P, normal in GG, so dass das Produkt P, - - - P, ebenfalls normal in G ist. Mit
Induktion iiber k folgt nun, dass |P; - - - Py| = py' - - - p,* gilt. Fiir k = 1 gibt
es nichts zu zeigen, so dass wir k > 2 und |Py -+ Py = pi* -+ p,*| an-
nehmen kénnen. Dann ist Py -+ P,y N P, = 1, so dass (P, -+ Py_1) Py das

direkte Product von P --- P,_; und P ist, und daher Ordnung p}'---p;*
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hat. Nun ist G das direkte Produkt seiner p-Sylowgruppen, da GG das Pro-
dukt von ihnen ist, jede davon normal in G ist, und alle Schnitte P; N
(P1 s ijleJrl s Pk) trivial sind. U]

Dieses Korollar kann man anwenden, um zu zeigen, dass Gruppen gewisser
Ordnung abelsch sind.

Beispiel 2.8.13. Jede Gruppe G der Ordnung 99 ist kommutativ.

Wir haben 99 = 32-11 und sq3 | 9, s11 = 1 mod 11. Das bedeutet s;; = 1.
Also gibt es genau eine 11-Sylowgruppe H in G, und sie ist normal in G.
Ebenso gilt s3 | 11 und s3 = 1 mod 3, also s3 = 1. Also gibt es genau eine
3-Sylowgruppe K in G, und sie ist normal in G. Aus Korollar folgt
G = H x K, wo H und K kommutativ sind. Also ist G abeslch.

Bemerkung 2.8.14. Das gleiche Argument zeigt, dass jede Gruppe der
Ordnung p?q mit Primzahlen p < ¢ und ¢ # 1 mod p kommutativ ist.

Definition 2.26. Eine nicht-triviale Gruppe G heiflt einfach, falls sie als
Normalteiler nur G und die triviale Gruppe 1 = {e} mit dem neutralen
Element e hat.

Gruppen der Ordnung p" mit n > 2 sind nicht einfach wegen Satz 2.7.12]

Fiir n = 1 sind sie einfach, wegen Lagrange. Die Gruppe Z ist nicht einfach,
da 27 ein echter Normalteiler ist. Die Gruppe G Ly(R) ist nicht einfach, da
SLy(R) ein echter Normalteiler ist.
Man kann leicht zeigen, dass eine kommutative Gruppe genau dann einfach
ist, wenn sie Primzahlordnung hat, also isomorph zu einer zyklischen Grup-
pe C) ist. Die kleinste nicht-abelsche einfache Gruppe ist As, die Ordnung
60 hat.

Bemerkung 2.8.15. Ein grofes Projekt in der Mathematik des 20. Jahr-
hunderts war die Klassifikation der endlichen einfachen (nicht-abelschen)
Gruppen. Um die 100 Mathematiker haben hierzu Beitriage geleistet, die
zusammmen iiber 10000 Seiten fiillen. Die Klassifikation ist inzwischen ab-
geschlossen, die letzten Liicken wurden 2004 geschlossen:

Es gibt 18 unendliche Serien von einfachen Gruppen, namlich die zyklischen
Gruppen C), mit p € P, die alternierenden Gruppen A, mit n > 5, und 16
Serien vom Lie-Typ, die komplizierter zu beschreiben sind. Hinzu kommen
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26 sogenannte sporadische Gruppen, die in keine dieser Serien passen. Die
kleinste dieser sporadischen Gruppen hat Ordnung 7920, die grofste wird
das Monster genannt und hat die Ordnung

M| =2%.320.5.11%.13%-17-19-23-29-31-41-47-59-71
~ 8-10%,

Lemma 2.8.16. Sei: G eine endliche Gruppe und p die kleinste Primzahl,
die |G| teilt. Dann ist jede Untergruppe H vom Index p normal in G.

Beweis. Sei H eine Untergruppe von G' mit (G : H) = p. G operiere auf
der Menge der Linksnebenklassen G/H durch Linksmultiplikation. Diese
Aktion ist nicht-trivial, und induziert daher einen nicht-trivialen Gruppen-
homomorphismus

0:G— Sym(G/H) = S,.

Da die Aktion transitiv ist, ist ker(é) der grokte Normalteiler N von G, der
in H enthalten ist. Angenommen, N # H. Es gilt

(G:N)=(G:H)(H:N)=p(H:N).

Da wir (H : N) > 1 annehmen, existiert eine Primzahl ¢, die diesen Index
teilt. Da p die kleinste Primzahl ist, die |G| teilt, haben wir p < ¢. Also gilt

G .
pa | (G:N) = ﬁ — im(8)] | p! = |5,).

Aber pq | p! ist unmogich fiir ¢ > p, Widerspruch. Also ist N = H, und
das ist ein Normalteiler von G []

Wir konnen dieses Lemma zusammen mit den Sylowsétzen anwenden, um
zu zeigen, daf Gruppen von gewisser Ordnung nicht einfach sein kénnen.

Satz 2.8.17. Seir G eine Gruppe der Ordung pq" fir Primzahlen p < q mit
r > 1. Dann ist G nicht einfach.

Beweis. Sei H eine g-Sylowgruppe von G. Wegen Lemma 2.8.16ist H nor-
mal. es gilt |H| = ¢", also ist H ein echter Normalteiler. O

Wir erwahnen noch ein beriihmtes Resultat von Burnside.
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Theorem 2.8.18 (Burnside 1901). Sei G eine Gruppe der Ordnung p"q°
fiir Primzahlen p < q und r,s > 1. Dann ist G nicht einfach.

Dieser Satz kann nicht auf Gruppenordnungen mit drei verschiedenen
Primzahlen verallgemeinert werden, da |As| = 60 = 2% .3 -5, und As
einfach ist.

Wir wollen nun noch zeigen, dass nicht nur Gruppen von Primzahlordnung
zyklisch sind, sondern auch solche der Ordnung pg mit zwei verschiedenen
Primzahlen p < ¢, sofern p nicht ¢ — 1 teilt. Dazu benotigen wir zuerst das
folgende Lemma.

Lemma 2.8.19. Sind p und q zwei verschiedene Primteiler von |G| mit
s, = 84 = 1, dann kommutieren die Elemente der p-Sylowgruppe mit den
Elementen der q-Sylowgruppe.

Beweis. Sei P die p-Sylowgruppe und @) die ¢g-Sylowgruppe von G. Da die
Ordnungen von P und @) relativ prim sind, folgt PN = 1 wegen Lagrange.
Die Untergruppen P und @ sind normal in G wegen Korollar 2811l Fiir
a € Pund b € Q gilt

aba bt = (aba b =alba b)) e PNQ =1,
so dass ab = ba. ]

Satz 2.8.20. Sei G eine Gruppe der Ordnung pq mit Primzahlen p < q
und ¢ Z 1 mod p. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Wegen Cauchys Theorem hat G ein Element a der Ordnung p und
ein Element b der Ordnung ¢. Sei P = (a) und @ = (b). Diese Unter-
gruppen haben Ordnung p und ¢, und P ist eine p-Sylowgruppe, @) ist
eine ¢-Sylowgruppe. Wegen Sylow III gilt s, | ¢ und s, = 1 mod p. We-
gen ¢ # 1 mod p muss s, = 1 gelten, so dass P normal in G ist. Ebenso
folgt s, | p und s, = 1 modg. Wegen 1 < p < g und ¢ # 1 modp
muss auch s, = 1 gelten. Daher ist () normal in G. Nun kénnen wir Lemma
anwenden, um zu zeigen, dass die Elemente von P mit den Elementen
von () kommutieren. Insbesondere kommutieren die Erzeuger a und b, d.h.,
ab = ba, und ord(a), ord(b) sind teilerfremd. Deshalb gilt ord(ab) = pgq,
und ab erzeugt G. ]
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Zum Beispiel ist f(n) = 1 fir n = 15,33, 35,51,65,69,77,85,87,91,95
mit n = pg und
(p,q) = (3,5),(3,11),(5,7),(3,17),(5,13), (3,23), (7, 11),
= (5,17),(3,29), (7,13), (5,19).

Das sind alle Beispiele dieser Art fiir n < 100.

Bemerkung 2.8.21. Es gilt f(n) = 1 genau dann wenn ged(n, p(n)) =1
ist. Das wurde 1947 von von Tibor Szele bewiesen, in der Arbeit Uber die
endichen Ordnungszahlen, zu denen nur eine Gruppe gehort, siehe [§].

2.9 Semidirekte Produkte

Das semidirekte Produkt zweier Gruppen N und () ist eine Verallgemeine-
rung des direkten Produktes N x @), unter Verwendung eines Gruppenho-
momorphismus 0: @@ — Aut(N).

Dazu wollen wir zuerst nochmal an die Gruppe Inn(G) der inneren Auto-

morphismen von G erinnern. Die Elemente sind von der Form ¢,, gegeben

durch i,(x) = gzg™'.

Lemma 2.9.1. Sei G eine Gruppe. Dann gilt G/Z(G) = Inn(G).

Beweis. Die Abbildung ¢: G — Aut(G), g — i, ist ein Gruppenhomomor-
phismus mit Kern Z(G). Nach Korollar 23314 gilt G/ ker(p) = im(p). O

Beispiel 2.9.2. Fir die Quaternionengruppe Qg gilt Inn(Qg) = Cy x Cs.

In der Tat, wegen Z(Qs) = {£1} gilt Inn(Qs) = Qs/{E£1} = Cy x Cb.
Man kann zeigen, dass Aut(Qg) = Sy gilt.

Lemma 2.9.3. Die Untergruppe Inn(G) ist normal in Aut(G).
Beweis. Sei g € G und a € Aut(G). Dann gilt
(aoigoa)(z)=alg-a '(z)-g7")

= a(g) -z -a(g)”
= ia(g)(x).
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Definition 2.27. Sei G eine Gruppe. Die Faktorgruppe
Out(G) = Aut(G)/Inn(G)
wird die duflere Automorphismengruppe von G genannt.

Ein wichtiges Problem ist, zu entscheiden wann die Gruppe Out(G) trivial
ist.

Bemerkung 2.9.4. Es gilt Out(S,,) = 1 fiir alle n > 1 mit n # 6.

Kommen wir jetzt zum semidirekten Produkt. Sei N ein Normalteiler
von (. Jedes Element g € GG definiert einen Automorphismus von N durch
n +— gng~ !, und das definiert einen Homomorphismus

0: G — Aut(N), g+ ign.

Angenommen, es existiert eine Untergruppe () von G, so dass der kanonische
Homomorphismus 7: G — G/N die Gruppe @ isomorph auf G /N abbildet.
Dann kénnen wir G' aus dem Tripel (N, @, 0)) rekonstruieren. Jedes g €
G kann nédmlich eindeutig in der Form ¢ = ng mit n € N und ¢ € Q
geschrieben werden, wobei ¢ das eindeutige Element von () sein muss, dass
auf gN € G/N abgebildet wird, und n gleich gg~! sein muss. Also haben
wir eine bijektive Korrespondenz der Mengen

G+ N xQ.

Das Produkt zweier Elemente ¢ = ng und ¢’ = n/q’ ist wie folgt gegeben,

99" = (nq)(n'q’)
= n(qn'q ")qq’

=n-6(q)(n) - qq"

Wir definieren nun das semidirekte Produkt genau nach dieser obigen
Annahme.

Definition 2.28. Eine Gruppe G ist das semidirekte Produkt seiner Un-
tergruppen N und @, falls N ein Normalteiler ist und G — G/N einen
[somorphismus ) — G/N induziert. Wir schreiben dann G = N x Q.
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Wir schreiben oft auch genauer G = N xy @, wobei 0: Q@ — Aut(N) die
Operation von () auf N durch innere Automorphismen ergibt. Man beachte,
dass @ kein Normalteiler von G sein muss.

Bemerkung 2.9.5. Es ist leicht zu zeigen, dass G genau dann ein semidi-
rektes Produkt seiner Untergruppen N und @) ist, falls N ein Normalteiler
ist, NQQ = G und NNQ =1 gilt.

Das semidirekte Produkt N xy @) wird wie folgt aus zwei Gruppen N
und @ und einem Homomorphismus 6: Q — Aut(N) konstruiert. Es sei
G = N x @ als Menge. Man definiere die Komposition in G durch

(n7 Q> (nlv q/) - (n ’ Q(Q) (n/)v qq/)' (21>

Satz 2.9.6. Mit dieser Komposition ist G eine Gruppe, und es qilt G =
N Xg Q

Beweis. Wir schreiben n fiir 6(q)(n). Dann gilt

((n,q)(n,q))(n",q") g0 94 1 1o

(n-"n"-"n" q¢q")
= (n,q)((n',¢')(n",¢")).

Also gilt das Assoziativgesetz in G. Wegen 6(1) = 1 und 91 = 1 hat man

(L, 1)(n.q) = (n,q) = (n,q)(1,1).
Also ist (1, 1) das neutrale Element. Wegen

(1,1)
-1
(q ?’L_l, q_l)(nv q),
-1
ist ( n~1, ¢! das inverse Element von (n, q). Also ist G eine Gruppe. Es
ist nicht schwer zu sehen, dass N ein Normalteiler ist mit QN = G und

NNQ = 1. Alsoist G = N x(@Q. betrachtet man N und @) als Untergruppen
von Gz, dann ist die Operation von () auf N durch 6 gegeben. N

Beispiel 2.9.7. 1. Fir D,, mit n > 2 wdhlen wir N = (r) = C,, Q =
(s) = Cy und 0(s)(r") = r~", und erhalten

Dn:NN@Q:CnNOCQ-

-1

(n,)(" n g
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2. Es qilt S,, = A, x Cy, da A,, ein Normalteiler vom Index 2 in S,, ist, so
dass Q = {(12)} isomorph auf S, /A, abgebildet wird.

3. Die Gruppe C, fir p prim, ist kein semidirektes Produkt von nicht-
trivialen Untergruppen, da sie nur eine Untergruppe der Ordnung p hat,
und C, X C), nicht isomorph zu Cpp ist.

4. Man kann auch zeigen, dass Qg nicht als semidirektes Produkt von zwei
nicht-trivialen Untergruppen geschrieben werden kann.

Beispiel 2.9.8. Das direkte Produkt N x () ist genau dann ismomorph

zum semadirekten Produkt N xg (), wenn 6 der triviale Homomorphismus
Q) — Aut(N) ist, gegeben durch 0(q)(n) =n fir alle g € Q,n € N.

Beispiel 2.9.9. Jede Gruppe der Ordnung 6 ist ein semidirektes Produkt,
namlich Cg = C5 x Cy und S3 = C3 19 C.

Es gibt ndmlich nur zwei Homomorphismen 6: Cy — Aut(C3) = Cs.
Der triviale Homomorphismus ergibt das direkte Produkt C3 x C5, und
der andere ergibt C5 xy Cs. Den hatten wir schon im Beispiel 2.9.7 fiir D3
gesehen, und es gilt D3 = Sj.

2.10 Aufloésbare und nilpotente Gruppen

Auflosbare Gruppen spielen bei der Auflésung (daher der Name!) von po-
lynomialen Gleichungen

X"+ a1 X" '+t X +a =0
durch Radikale eine zentrale Rolle.

Definition 2.29. Sei GG eine Gruppe. Eine Kette von absteigenden Unter-
gruppen

G=G 202G, 202G 2G112---2G, =1

heifst Subnormalreihe, wenn GG; normal in G;_1 ist fiir jedes 7. Ist zusétzlich
G; normal in G fiir alle 7, dann heiltt sie Normalreihe von G.
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Die Quotientengruppen G; /G 1 heifen Fuktoren der Reihe, und die Linge
der Reihe ist die Anzahl der strkten Inklusionen. Wir schreiben auch

G=Gy>Gi>--->G>Gip>--->G, =1
fiir eine Subnormalreihe, oder

1=Go<G1<4---<G; <G <---<4G, =G
als aufsteigende Reihe.

Definition 2.30. Eine Subnormalreihe von G heilt Kompositionsreihe,
wenn alle Quotienten nicht-trivial und einfach sind.

Mit anderen Worten, eine Subnormalreihe ist eine Kompositionsreihe, falls
sie keine echte Verfeinerung hat, die auch eine Subnormalreihe ist. Verfeine-
rung bedeutet hier, dass jede Untergruppe der ersten Reihe auch als Term
in der zweiten (verfeinerten) Reihe vorkommt. Jede endliche Gruppe besitzt
eine Kompositionsreihe.

Beispiel 2.10.1. Die symmetrische Gruppe S3 hat eine Kompositionsreihe
Ss> Az 1
mit einfachen Faktoren Cy und Cs.

Definition 2.31. Eine Gruppe G heif’t auflosbar, falls sie eine Subnormal-
reihe mit abelschen Faktorgruppen hat.

In diesem Fall nennt man diese Reihe auch aufidsbare Reihe. Zum Beispiel
ist die Gruppe S3 auflésbar, siehe oben.

Beispiel 2.10.2. Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.
Beispiel 2.10.3. Die Gruppe Sy hat eine Kompositionsreihe
Sy Ay Vi ((12)(34)) > 1,

wobei Vy = Cyx Cy aus {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} besteht. Die Fak-
toren sind Cy, Cs, Cy, Cy, also abelsch. Somit ist Sy auflosbar.

In der Tat sind die Gruppen S, fiir n < 4 auflosbar, aber nicht auflésbar
fiir alle n > 5. Das wurde zuerst von Galois gezeigt.
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Theorem 2.10.4. (Galois) Die Gruppe A,, ist einfach fir jedes n > 5.

Beweis. Die Beweisidee ist wie folgt. Man kann zeigen, dass jeder nicht-
triviale Normalteiler N von A, einen 3-Zykel enthélt fiir n > 5, und dann
alle 3-Zykel enthélt. Da wegen Lemma das Erzeugnis aller 3-Zykel
schon A, ist, folgt N = A,,. O

Eine einfache Gruppe ist auflosbar genau dann wenn sie abelsch ist. Die
Gruppe A, fiir n > 5 ist also nicht auflésbar, da sie einfach und nicht-
abelsch ist.

Korollar 2.10.5. Die einzigen Normalteiler von S, fir n > 5 sind 1, A,
and S,,. Insbesondere ist S, nicht auflosbar fiirn > 5.

Beweis. Sei N ein Normalteiler in S,,. Dann ist auch NN A,, ein Normalteiler
in A,. Da A,, aber einfach ist, gilt entweder NN A, = A, oder NN A, = 1.
Im ersten Fall gilt N D A,. Da A, Index 2 in S,, hat, folgt N = A,, oder
N = 5,. Im Fall N N A, = 1 ist die Abbildung n — nA, von N nach
Sn/A, = Cy injektiv, so dass N die Ordnung 1 oder 2 hat. Aber N kann
nicht Ordnung 2 haben, da keine Konjugationsklasse in S,, aufer {1} aus
einem einzigen Element bestehen kann, und N ja die disjunkte Vereinigung
aller Konjugationsklassen ist, die triviale Konjugationsklasse eingeschlossen.
Somit hat S,,, n > 5 nur eine einzige Kompositionsreihe, ndmlich

S, > A, > 1.
Ihre Faktoren sind Cy und die nicht-abelsche Gruppe A,,. O]

Satz 2.10.6. Jede Untergruppe und jede Quotientengruppe einer auflosba-
ren Gruppe ist auflosbar.

Beweis. Sei G>G1>- - -> G, eine auflosbare Reihe fiir G und H eine Unter-
gruppe von G. Der Homomorphismus H N G; — G;/G;y1 mit © — xGq
hat den Kern

(H N Gl) N Gi+1 =HnN Gi+1.

Deshalb ist H N G;,1 ein Normalteiler von H N G; und der Quotient

(HNGi)/(HNGi)
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ist abelsch, weil er injektiv in die abelsche Gruppe G;/G;1 abgebildet wird.
Insgesamt folgt, dass

He(HNG))>--->(HNG,)

eine auflosbare Reihe fiir H ist.

Sei N ein Normalteiler von G. Wir konstruieren nun eine auflosbare Reihe
fiir G/N aus der auflosbaren Reihe von G. Es gilt NG;> NG;41, da N und
(Gi11 beide NG; normaliseren in GG. Also erhalten wir die Normalreihe

G =NGy> NGy>--->NG,, = N.
Reduktion modulo NV ergibt
G=G/NvGi>--->G, ={1}

mit G; = (NG;)/N = G;/(N N G;). Die natiirliche Abbildung G; — G;
ist surjektiv. Also ist auch G; — G;/G;;1 surjektiv und Null auf Gy,
so dass G;/Gyy1 eine Quotientengruppe von G;/Giyq ist fiir alle 4, also
ebenfalls abelsch ist. Damit haben wir gezeigt, dass die obige Normalreihe
eine auflosbare Reihe fiir G/N ist. O

Satz 2.10.7. Sei N ein Normalteiler von G und seien N und G /N auflis-
bar. Dann ist G auflosbar.

Beweis. Sei G = G/N und seien

GoGi--->pG, =1,
N>Nip>--->N,, =1

auflosbaren Reihen fiir G bzw. N. Sei G; das inverse Bild von G; in G, d.h.,
mit G; — G; unter der Quotientenabbildung G — G//N. Dann gilt

Gi/Giy1 = GGy,
und somit ist
GoGi>---> (G, =N)>pNi>---> Ny,

eine auflosbare Reihe fiir G. (]
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Korollar 2.10.8. Jede p-Gruppe ist auflosbar.

Beweis. Sei G eine nicht-triviale p-Gruppe. Wir zeigen die Behauptung mit
Induktion iiber |G|. Da Z(G) nicht-trivial ist wegen Satz 2711 ist G/Z(G)
auflosbar nach Induktionsannahme. Da Z(G) abelsch und somit auflosbar
ist, ist wegen Satz [2.10.7 auch G auflosbar. O

Fiir eine auflosbare Gruppe G gibt es eine kanonische auflosbare Reihe,
namlich die abgeleitete Reihe. Das ist tibrigens die kiirzeste auflosbare Reihe
fiir G. Der Kommutator von zwei Elementen z,y in G ist definiert als

[z, y] == ayzy ™ = (ay)(ya) "
Also bedeutet [x,y] = e, dass  und y kommutieren, d.h., zy = yz.

Definition 2.32. Sei G eine Gruppe. Die abgeleitete Gruppe, oder auch die
Kommutatoruntergruppe von G ist die Gruppe, die von allen Kommutatoren
von G erzeugt wird. Sie wird mit G’ bzw. [G, G] bezeichnet.

Man beachte, dass G’ nicht nur aus Kommutatoren bestehen muss. Sie ist
nur erzeugt von allen Kommutatoren.

Definition 2.33. Eine Untergruppe H von G heilst charakteristisch, falls
©(H) C H fiir alle ¢ € Aut(G) gilt.

Lemma 2.10.9. Die Kommutatoruntergruppe von G ist eine charakteris-
tische Untergruppe von G, und daher auch ein Normalteiler von G.

Beweis. Seien z,y in G und ¢ € Aut(G). Dann gilt

Also werden die Erzeuger von G auf G’ abgebildet. Deshalb folgt ¢(G’') C

G’ fiir alle Automorphismen von G. Betrachtet man die inneren Automor-
phismen, so folgt ¢G’g~ C G’ fiir alle g € G. Also ist G’ ein Normalteiler
von G. ]
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Beispiel 2.10.10. 1. Eine Gruppe G ist abelsch genau dann wenn G' = 1.
2. Fiirn >3 gilt D!, = (r*), mit [r,s] = r(sr~1s71) = r2.

3. Firn > 5 gilt A, = A,, da [(abd), (ace)] = (abc) fir verschiedene
a,b,c,d, e, und da A, von allen 3-Zykeln erzeugt wird.

4. Es gilt Ay =V}, welches die normale 2-Sylowgruppe von Ay ist.
5. Es gilt Q5 = {£1} = Z(Qs).

Satz 2.10.11. Die Kommutatoruntergruppe G’ ist der kleinste Normalteiler
N wvon G, so dass G/N abelsch ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass G/G" abelsch ist. Der kanonische Homo-
morphismus 7: G — G /G’ bildet g auf g = gG’ ab. Es gilt

[G.h]=g,h] =1

fiir alle g, h, wegen [g, h] € G'. Also kommutieren alle g, h in G/G'.

Sei N ein Normalteiler von G mit G/N abelsch. Dann ist das Bild von [g, h]
in G/N wieder trivial, so dass [g, h] € N. Da diese Elemente G’ erzeugen,
gilt N D G, O

Beispiel 2.10.12. Firn > 5 qilt S| = A,,, da A,, der kleinste Normalteiler
von S, mit abelschem Quotient ist.

Definition 2.34. Die abgeleitete Reihe von G ist gegeben durch
G=G0saVra@s...
mit G0+ =[G GO)] = (GO fiir alle i.
Wir haben G = GV, ¢/ = ¢V = [G,G], G" = G? = [[G,G], |G, G]]

und so weiter.

Beispiel 2.10.13. Die abgeleitete Reihe von S, fir n > 5 ist
und endet nicht mit der trivialen Gruppe.

Es stellt sich heraus, dass eine Gruppe G genau dann auflésbar ist, wenn
ihre abgeleitete Reihe mit der trivialen Gruppe endet.
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Satz 2.10.14. Eine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn G = 1 fiir
ein s > 0 gilt.

Beweis. Gilt G = 1, dann ist die abgeleitete Reihe natiirlich eine auflos-
bare Reihe fiir G. Sei umgekehrt

GZGQDGlb---DGS=1

eine auflosbare Reihe fiir G. Da G/G; abelsch ist, gilt G; O G’ nach Satz
2.I0.11. Nun ist G'Gy eine Untergruppe von (1, und wegen

G'/(G' N Gs) = G'Gy/Gs C G1/Go

sehen wir, dass die Kommutativitét von G1/Gs die von G'/(G' N G3) im-
pliziert. Das bedeutet aber G” C G’ NGy C G5. Fahren wir in dieser Weise
fort, folgt G C G; fiir alle i, und deshalb G = 1. N

Der zweite Teil des Beweises zeigt auch, dass die abgeleitete Reihe einer
auflosbaren Gruppe die kiirzeste auflosbare Reihe ist.

Definition 2.35. Das kleinste i > 0 mit G®) = 1, beziehungsweise die
Anzahl der Faktoren in der abgeleiteten Reihe von G heifst die Auflosbar-
keitsklasse, oder abgeleitete Linge von G.

Beispiel 2.10.15. 1. Firn > 3 ist D,, auflosbar der Klasse 2, mit abge-
leiteter Reihe D, > (r*) > 1.

2. Sy ist auflosbar der Klasse 3, mit Sy Ay V> 1.
3. Qs ist auflosbar der Klasse 2, mit Qs> {£1} > 1.

Satz 2.10.16. Sei G eine Gruppe der Ordnung pg mit verschiedenen Prim-
zahlen p und q. Dann ist G auflosbar.

Beweis. Wegen Sylow III gilt fiir die Anzahl n, der p-Sylowgruppen n, =
1 mod p und n, | g. Daraus folgt n, = 1 fiir ¢ < p, so dass G eine eindeutige
p-Sylowgruppe P hat, die deshalb Normalteiler von G ist. Also hat G die
auflésbare Reithe G > P> 1, mit den zyklischen Faktoren G/P = C, und
P =(C,. I
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2 Gruppen

Bemerkung 2.10.17. Burnside zeigte 1904, dass alle Gruppen der Ord-
nung p®q® fiir Primzahlen p < ¢ und alle a,b € N auflésbar sind. Feit und
Thompson bewiesen 1963 sogar, dass alle Gruppen ungerader Ordnung auf-
16sbar sind. Der Beweis ist 255 Seiten lang und fiillt einen kompletten Band
des Pacific Journal of Mathematics.

Eine spezielle Klasse auflosbarer Gruppen ist durch nilpotente Gruppen
gegeben.

Definition 2.36. Eine aufsteigende Reihe von Untergrupppen
1=GoCGiCGC---CG, =G

heilt aufsteigende Zentralreihe fir G, falls G; < Gund G411 /G; C Z(G/G;)
gilt fiir alle 7. Eine absteigende Reihe

G=G2G;12G,2---2G, =1

heilt absteigende Zentralreihe, falls G; < G und G;/Giv1 € Z(G/Gi41) gilt
fir alle 7.

Die Bedingung G; < G is notig, damit die Faktorgruppe G/G; Sinn
macht. Es impliziert auch, dass G; normal in G, ist fiir alle 7.

Definition 2.37. Die aufsteigende Reihe
1 C Z(G) C Z(G) C -+,
wobei Z1(G) = Z(G) und Z;(G) rekursiv durch
2i1(G)/2i(G) = Z(G/Z;(G))

definiert ist fiir alle ¢ > 0, heifst obere Zentralreihe fiir G, wenn sie mit G
endet.

Die absteigende Reihe
=GDG'DG*D ...

definiert durch G® = G und G**! = [G, G;] = [G;, G] fiir alle i > 0, heifit

untere Zentralreshe fiir G, wenn sie mit der trivialen Gruppe endet.
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2.10 Auflosbare und nilpotente Gruppen

Man kann nachpriifen, dass beide Reihen Zentralreihen sind, sofern sie
terminieren. Auch das folgende Lemma ist nicht schwer zu zeigen.

Satz 2.10.18. Fiir eine Gruppe G sind die folgenden Bedingungen dquiva-
lent:

(1) G =1 fiir ein ¢ > 0.

(2) Z.(G) =G fir ein ¢ > 0.

(3) G hat eine Zentralreihe.

Man beachte dass G¢ = 1 genau dann gilt wenn Z.(G) = G.

Definition 2.38. Eine Gruppe G heiltt nilpotent, falls sie eine der drei
Bedingungen aus Satz erfiillt. Die kleinste Zahl ¢ > 0 mit G¢ =
bzw. Z.(G) = G heikt dann Nilpotenzklasse von G.

Eine Gruppe hat Nilpotenzklasse 0 genau dann, wenn sie trivial ist, und
Nilpotenzklasse 1 genau dann, wenn sie abelsch ist und nicht-trivial. G ist
nilpotent der Klasse 2 genau dann, wenn G/Z(G) abelsch und nicht-trivial
ist.

Korollar 2.10.19. Sei G eine nicht-triviale nilpotente Gruppe. Dann ist
Z(G) nicht-trivial.

Beweis. Falls Z(G) = 1 gilt, so gibt es kein ¢ > 0 mit Z.(G) = G. Das ist
ein Widerspruch zu Satz 2.10.18. ]

Beispiel 2.10.20. Die Gruppe Ss ist auflosbar, aber nicht nilpotent.
Es gilt Z(S3) = 1, also kann S5 nicht nilpotent sein.
Satz 2.10.21. Jede nilpotente Gruppe ist auflisbar.

Beweis. Es gilt G < G fiir alle i > 0. Also impliziert G¢ = 1 auch
G =1. |

Umgekehrt gibt es Gruppen, die auflosbar sind, aber nicht nilpotent, wie
wir mit S3 = Dj bereits gesehen haben. Diedergruppen liefern weitere solche
Beispiele.
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2 Gruppen

Beispiel 2.10.22. Se: n > 3 ungerade. Dann ist D,, auflosbar, aber nicht
nilpotent.

Fiir ungerades n > 3 gilt D!, = (r) fiir alle i > 3. Also gibt es kein ¢ > 0
mit D = 1. Diedergruppen koénnen auch fiir gerade n nilpotent sein.

Bemerkung 2.10.23. Die Diedergruppe D, ist fiir n > 3 genau dann
nilpotent, wenn n = 2™ fiir ein m > 2 gilt.

Satz 2.10.24. Jede Gruppe der Ordnung p® fir p prim ist nilpotent der
Klasse ¢ < 2.

Beweis. Ist G abelsch, so gilt ¢ = 1. Ist G nicht-abelsch, so kann Z(G)
nicht Ordnung p? haben, da sonst G/Z(G) Ordnung p hitte, also zyklisch
wire und somit G abelsch, nach Lemma 2713, Also gilt |Z(G)| = p wegen
|Z(G)] # 1. Nun ist |G/Z(G)| = p?, weswegen G/Z(G) abelsch ist nach
Satz 714 Aus Satz 21011 folgt G' C Z(G). Wegen Z(G) C G’ folgt
G' = Z(G), und daher G" = 1. O

Insbesondere sind die Gruppen Qs, Dy, Heis(Z/(p)) und I'(p) nilpotent
der Klasse 2. Wir zeigen nun, dass p-Gruppen immer nilpotent sind.

Satz 2.10.25. Jede p-Gruppe ist nilpotent.

Beweis. Sei |G| = p". Wir fithren den Beweis mit Induktion {iber n. Fiir
n = 0ist G trivial, also nilpotent. Fiir nicht-triviales G ist auch Z(G) nicht-
trivial wegen Korollar 2.I0.19. Also ist G/Z(G) eine p-Gruppe kleinerer
Ordnung. Nach Induktionsvoraussetzung ist sie nilpotent, d.h.,

(G/2(@) =1

fiir ein ¢. Sei 7 der kanonische Homomorphismus 7: G — G/Z(G). Da 7
surjektiv ist, gilt
m(G°) = (G/2(G)) = L.

Also ist G¢ < ker(w) = Z(G), und somit

Gt =[G G < [Z(G),G) = 1.
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3 Ringe

3.1 Ringaxiome

Definition 3.1. Ein Ring R ist eine Menge zusammen mit zwei Abbildun-
gen +,-: R X R — R, genannt Addition und Multiplikation, mit folgenden
Eigenschaften.

(1) Das Paar (R, +) bildet eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element
wird mit 0 bezeichnet, und das additive Inverse zu a mit —a.

(2) Die Multiplikation ist assoziativ und es gibt ein Einselement 1 = 1p
beziiglich Multiplikation mit 1-a = a -1 = a fiir alle a € R.

(3) Es gilt das Distributivgesetz, d.h. fiir alle a,b,c € R gilt

a-(b+c)=a-b+a-c,
(b+c)-a=b-a+c-a.

Gilt weiterhin a - b = b - a fiir alle a,b € R, so heisst der Ring R
kommutativ.

Das Axiom (2) kann man auch so formulieren, dass man sagt, (R, -) ist
ein Monoid. In jedem Ring R gelten die Beziehungen 0 -a = a -0 = 0 fiir
allea € Rund (—a)-b=a-(—b) = —a-bfiralle a,b € R. Gilt 1 =0, so
1st

a=a-1=a-0=0
tiir alle @ € R. Dieser Ring wird als Nullring bezeichnet.

Beispiel 3.1.1. 1. Die Mengen Z,Q,R,C bilden beziiglich der gewdohnli-
chen Addition und Multiplikation einen kommutativen Ring.

2. Die Menge N bildet beziiglich der gewdhnlichen Addition und Multiplika-
tion keinen Ring, da (N, +) keine Gruppe ist.

59



3 Ringe

3. Die Menge M, (K) der nxn-Matrizen mit Koeffizienten in einem Korper
K bilden einen Ring beziiglich Matrizenaddition und Matrizenmultiplikati-
on. Firn > 2 ist dieser Ring nicht kommutativ.

4. Sind R, S zweir Ringe, so ist deren Produkt R x S, wversehen mit der
komponentenweisen Addition und Multiplikation, wieder ein Ring.

5. Sei (A, +) eine abelsche Gruppe. Dann ist die Menge End(A) aller Grup-
penendomorphismen p: A — A ein Ring, wenn man Summe und Produkt

durch
(o +¥)(x) = p(z) + P(2),
(- ¥)(x) = p(¥(x))
definiert, fir alle x € A, v, € End(A).
6. Ist K ein Kdrper, so ist der Polynomring K[X] ein kommutativer Ring.

Bemerkung 3.1.2. Ein Korper ist ein kommutativer Ring K, der nicht
der Nullring ist, in dem jedes Element a € K™ ein Inverses beziiglich der
Multiplikation besitzt. Mit anderen Worten, (K™, ) ist eine abelsche Grup-

pe.

Definition 3.2. Eine Abbildung ¢: R — S eines Ringes R in einen Ring
S heibt (Ring)homomorphismus, falls

plat+b) =
pla-b) = ¢la
p(1a) =18

fiir alle a,b € R gilt.
Beispiel 3.1.3. Die Abbildung
o:Z—7Z, p(n)=2-n
ist kein Ringhomomorphismus, denn die 1 wird nicht auf die 1 abgebildet.

Verkniipfungen von Ringhomomorphismen sind Ringhomomorphismen und
die Identitdtsabbildung auf einem Ring ist ein Ringhomomorphismus. Mo-
nomorphismus, Endomorphismus, Isomorphismus sind analog definiert, wie
bei Gruppen.
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3.2 Ideale und Restklassenringe

Definition 3.3. Eine Teilmenge S eines Ringes R heifst Unterring von R,
falls S mit den Verkniipfungen +, - von R, eingeschrankt auf S, einen Ring
bildet mit 1g = 1g.

Mit anderen Worten, S C R ist ein Unterring, wenn 1z € S, a —b € S
und a - b € S fir alle a,b € S.

Beispiel 3.1.4. (Ubungsaufgabe) 1. Die Menge Z[i] = {a + bi | a,b € Z}
ist ein Unterring von C. Er wird der Ring der Gaufschen ganzen Zahlen
genannt.

2. Das Zentrum Z(R) = {x € R | xy = yx fir alle x,y € R} ist ein
Unterring von R.

Der Ring Z[i| kann zum Beispiel verwendet werden, um zu untersuchen,
welche ganzen Zahlen als Summe zweier Quadratzahlen geschrieben werden
konnen. In Z[i] gilt ndmlich fiir alle a,b € Z, dass

a? +b* = (a + bi)(a — bi).

Eine ungerade Primzahl p kann genau dann als p = a? + b* mit a,b € Z
dargestellt werden kann, wenn p = 1 mod 4 gilt (Fermat).

3.2 lIdeale und Restklassenringe

Definition 3.4. Eine Teilmenge [ eines Ringes R heilst Linksideal, falls
(I, +) eine Untergruppe von (R, +) ist und x - a € I fiir alle a € I und alle
r € R, d.h. RI C I gilt. Sie heilt Rechtsideal, wenn (I,+) < (R,+) und
IR C I gilt, und (beidseitiges) Ideal, wenn I ein Rechts-und Linksideal ist.

Fiir kommutative Ring fallen die Begriffe Linksideal, Rechtsideal und
beidseitiges Ideal zusammen. Man spricht dann nur von Ideal.

Beispiel 3.2.1. Sei R = Z X Z. Dann ist S = {(n,n) | n € Z} ein
Unterring von R, aber kein Ideal.

Mit a = (1,1) € Sund x = (1,0) € Rgilt x-a = (1,0)-(1,1) = (1,0) &
S. Also ist S kein Ideal.
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Beispiel 3.2.2. Sei R = Ms(K) der Ring der 2 x 2-Matrizen iber einem

Korper K. Dann st
a 0
{2 9) taser)

ein Linksideal in R, aber kein Rechtsideal, und

J:{(g 8) |a,beK}

ein Rechtsideal in R, aber kein Linksideal.
Man kann leicht folgendes Resultat zeigen.

Lemma 3.2.3. Fiir zwe:i Ideale I, J in R sind auch folgende Teilmengen
I+J={a+blaclbe ]}

1J = {Zaibiaiel,bieJ}

=1

INJ={z€eR|zecl,xecl}
wieder Ideale. Es qilt IJ C 1N J.

Die Summe I + J von zwei Idealen ist das kleinste Ideal von R, das I und
J umfasst.

Beispiel 3.2.4. Sei R = 7Z und I = nZ, J = mZ fir n,m € Z. Dann
sind I und J Ideale in R und es bezeichne (m,n) = ged(m,n), [m,n] =
lem(m,n). Dann gilt
I+ J=(m,n)Z,
IJ = (mn)Z,
InJ =[m,n|Z.

Sei d = (m,n). Wegen d | m ist jedes Vielfache von m auch ein Vielfaches

von d. Also ist I C dZ. Ebenso folgt J C dZ, also I + J C dZ. Wegen des
Euklidischen Algorithmus gibt es a,b € Z mit d = am + bn. Wegen am € [
und bn € J folgt dZ C I + J. Also gilt I + J = dZ.

Die weiteren Behauptungen folgen ebenfalls leicht. Insbesondere gibt es

m,n € Zmit IJ#1NJ.
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3.2 Ideale und Restklassenringe

Satz 3.2.5. Sei I ein Ideal in Z. Dann qibt es ein n € Z mit I = nZ. Fir
zwet Ideale mZ und nZ. gilt

mZ D nZ < m|n.

Beweis. Fiir I = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also n € I die kleinste positive
Zahl in I. Da [ ein Ideal ist, folgt nZ C I. Ein solches n € N existiert, da
mit £ € Z auch —k € Z gilt. Sei a € Z. Dann existieren ¢ € Z, r € N mit

a=qn+r 0<r <n.

Also ist r = a — qn € I. Da n die kleinste positive Zahl in I war, folgt
r = 0. Also ist a = ¢n, also [ C nZ. Zusammen folgt I = nZ.

Gilt nZ C mZ, so ist n € mZ, also n = km fiir ein k € Z, d.h. m | n. Gilt
umgekehrt n = km, und r € Z, so ist nr = kmr, also nZ C mZ. O

Satz 3.2.6 (Restklassenring). Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann
ist R/I = {x+1|x € R} beziiglich der von der Addition auf R induzierten
Addition auf R/I eine abelsche Gruppe. Es gilt:

(1) Die Multiplikationsabbildung
R/I x R/I — R/I,
(x+Ly+I)— (z-y) +1
ist wohldefiniert.
(2) Die Menge R/I bildet beziiglich der obigen Addition bzw. Multiplikati-

on einen Ring, den Restklassenring (Faktorring), von R modulo I.

Wir schreiben fiir die Restklassen « + I oft auch kurz [z]. Die Abbildung
m: R — R/I, definiert durch z +— x + I, ist ein surjektiver Ringhomomor-
phismus, genannt die natirliche Projektion.

Beispiel 3.2.7. Fir R =7 und I = nZ erhdlt man den Faktorring Z/nZ.

Die unterliegende additive Gruppe ist die zyklische Gruppe (Z/nZ,+).
Insbesondere enthélt Z/nZ genau n Elemente: [0], [1],. .., [n—1]. In diesem
Ring gilt, fiir n = km

[k] - [m] = [n] = [0].
Ist n also zusammengesetzt, so unterscheidet sich die Multiplikation von
der bei Kérpern. Man hat [k], [m] # [0], aber [k] - [m] = [0], sogenannte
Nullteiler.
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Bemerkung 3.2.8. Die Arithmetik in den Restklassenringen der Form
Z/nZ kann zum Beispiel verwendet werden, um zu zeigen, dass gewisse
Gleichungen keine ganzzahligen Losungen besitzen. Man betrachte etwa die
Gleichung

o2+ = 2023

tiber Z. Angenommen sie hitte eine Losung in Z. Wir betrachten die kano-
nische Projektion 7: Z — 47Z. Da 7 ein surjektiver Ringhomomorphismus
ist, hat die Gleichung auch eine Losung in Z/47Z. Jedoch ist [a?] = [a]* im-
mer [0] oder [1] in Z/4Z und [2023] = [3]. Eine Summe aus zwei Restklassen
[0], [1] kann aber nur [0], [1], [2] ergeben, ein Widerspruch.

Bemerkung 3.2.9. Die Isomorphiesétze fiir Gruppen lassen sich analog
fiir Ringe formulieren (und beweisen).

1. Ist ¢: R — S ein Rinhomomorphismus, so ist ker(y) ein Ideal in R,
im(¢) ein Unterring von S und R/ ker(yp) = im(y) fir den Faktorring.

2. Sind S C R ein Unterring von R und [ ein Ideal von R, so ist I 4+ S ein
Unterring von R, S N[ ein Ideal von S und (S +1)/1 =2 S/(SNI).

3.Sind J C [ Idealein R, dannist I/J ein Idealin R/J und (R/J)/(I/J) =
R/I.

3.3 Einheiten, Nullteiler, Integritatsringe

Definition 3.5. Sei R ein Ring. Ein Element a € R heift FEinheit oder
invertierbar, wenn es ein b € R gibt mit ab = ba = 1. Die Einheiten eines
Ringes R bilden eine Gruppe beziiglich Multiplikation, die mit R* oder
U(R) bezeichnet wird. Sie heilt die Finheitengruppe von R.

Man beachte, dass ein Ringisomorphismus einen Gruppenisomorphismus
seiner Einheitengruppen induziert.
Beispiel 3.3.1. 1. Es gilt 7Z* = {£1} = (5.
2. Es gilt Z[i]* = {#1,4i} = Cy. (Ubung)

4. Die Einheitengruppe des Matrizenringes M, (K) ist die Gruppe GL,(K).
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3.3 FEinheiten, Nullteiler, Integritétsringe

Bemerkung 3.3.2. Die prime Restklassengruppe (Z/nZ)* hat ¢(n) Ele-
mente. Sie ist zyklisch dann und nur dann, wenn

n=24,p" 2p"
gilt, mit ungerader Primzahl p und k € N, siehe Theorem B.11.16]

Bemerkung 3.3.3. Ein Kdrper ist ein kommutativer Ring K, dessen Ein-
heitengruppe mit der multiplikativen Gruppe (K \ 0, -) {ibereinstimmt. Ins-
besondere ist 1 # 0, also K nicht der Nullring.

Fiir a € R definiert man die Potenzen a” rekursiv durch ¢ = 1 und
+1 _ . n
a"t =a" - a.

Definition 3.6. Ein Element a in R heifst Linksnullteiler, falls ein x # 0 in
R existiert mit ax = 0. Es heilst Rechtsnullteiler, falls ein y # 0 in R existiert
mit ya = 0. Ein Element, das sowohl ein Links- als auch Rechtsnullteiler
ist, heillt Nullteiler. Ein Element a € R heilst nilpotent, wenn es ein n € N
gibt mit a" = 0.

Beispiel 3.3.4. Die Nullteiler des Ringes 7./127, sind gegeben durch die
Nicht-Einheiten
[0, [2], 3], 4], [6], [8], [9], [10],

und die nilpotenten Elemente sind gegeben durch [0] und [6].

Lemma 3.3.5. Se: R ein Ring und a € R nilpotent. Dann sind 1 — a und
1+ a Einheiten von R.

Beweis. Sei a = 0 mit n € N. Dann gilt

l=1—a"
(1—a)(l+a+a*+---+a" )
(14+a+a*+--+a" N1 -a),

und 1 —a ist eine Einheit. Ersetzt man a durch —a, so folgt auch, dass 1+a
eine Einheit ist. ]

Allgemeine Ringe sind fiir viele unserer Fragestellungen zu kompliziert
und ungeeignet. Deshalb wollen wir ab jetzt annehmen, dass alle Ringe
kommutativ sind. Wir nennen einen Ring nullteilerfrei, wenn nur Null ein
Nullteiler ist, d.h., aus zy = 0 folgt, dass entweder x = 0 oder y = 0 gilt.
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Definition 3.7. Sei R (immer kommutativ) ein Ring mit 1 # 0. R heift
Integrititsring, wenn er nullteilerfrei ist.

Beispiel 3.3.6. Jeder Kdorper ist ein Integrititsring, und jeder Unterring
eines Integrititsringes ist ein Integrititsring. Insbesondere sind Z,7Z[i] und
Z/pZ, p prim, Integrititsringe.

Beispiel 3.3.7. Der Produktring R x S zweier Integrititsringe ist kein
Integritdtsring.

Es gilt ndmlich (1,0)-(0,1) = (0,0), mit (1,0), (0,1) € R\0. Allgemeiner
ist R x .S, R und S verschieden vom Nullring, kein Integritatsring.

In R schreiben wir n - x fiir (1g + --- + 1g) - * mit n Summanden. Die
Abbildung x: Z — R mit n + n - 1 ist ein Ringhomomorphismus. Sein
Kern ist ein Ideal in Z, also von der Form mZ fiir eine eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl m.

Definition 3.8. Die Charakteristik eines Ringes R ist die eindeutig be-
stimmte natiirliche Zahl m mit ker(x) = mZ. Ist x injektiv, so gilt m = 0.
Ansonsten ist m die kleinste positive Zahl fiir die n - 1z = 0 gilt. Sie wird
mit char(R) bezeichnet.

Beispiel 3.3.8. Es gilt char(Z) = 0, char(Q) = 0 und char(Z/nZ) = n
fiir alle n > 0.

Lemma 3.3.9. Sei R ein Integrititsring mit char(R) # 0. Dann ist die
Charakteristik von R eine Primzahl.

Beweis. Ist char(R) =n = ab mit 1 < a,b < n, so hat man
O:an:(alR)(blR)

Da R keine Nullteiler hat, ist entweder a - 1z = 0 oder b - 1 = 0. Das
steht aber im Widerspruch zur Minimalitdt von n in B.8 Also ist n nicht
zusammengesetzt. [

3.4 Hauptidealringe und Euklidische Ringe

Fiir a € R ist die Menge (a) = {za | a € R} ein Ideal. Solche Ideale werden
Hauptideale genannt. Man schreibt auch Ra = aR = (a). Ist a eine Einheit,
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3.4 Hauptidealringe und FEuklidische Ringe
soist (a) = (1) = R,denna € (1) = Rund 1 € (a) wegen 1 = a-a™! € (a).
Fiir jede Teilmenge M C R ist

=1

(M) = {inaimEN,mER,aiEM}

ein Ideal in R. Es ist das kleinste Ideal von R, das M enthélt. Man erhélt
es als Schnitt {iber alle Ideale, die M enthalten. Man bezeichnet (M) als
das von M erzeugte Ideal in R.

Definition 3.9. Ein Ideal [ in R heifit endlich erzeugt, wenn es eine endliche
Menge M in R gibt mit (M) = I. Ist M = {ay,...,a,}, so schreibt man
auch

I=(ay,...,a,).

Definition 3.10. Ein Integritdtsring R, in dem jedes Ideal ein Hauptideal
ist, heilkt Hauptidealring, oder einfach nur HIR.

Beispiel 3.4.1. 1. Nach Satz[3.2.9 ist 7 ein Hauptidealring. Jedes Ideal T
hat die Form (n) = nZ fir ein n € N.

2. ZJAZ ist kein Hauptidealring, obwohl alle Ideale Hauptideale sind.

Allerdings ist Z/47Z kein Integritétsring wegen [2] - [2] = [0].
Viele Hauptidealringe besitzen noch eine stiarkere Eigenschaft, namlich
dass sie Euklidisch sind.

Definition 3.11. Ein Integritiatsring R heift Fuklidisch, falls es eine Ab-
bildung d: R\ 0 — N gibt, so dass zu je zwei Elementen a,b € R mit b # 0
Elemente ¢, r € R existieren mit

a=qb+r,

wobei entweder r = 0 oder d(r) < d(b) ist. Die Abbildung d heift dann
Gradabbildung, oder Fuklidische Funktion.

Zum Beispiel ist Z mit der Gradabbildung f(n) = |n| Euklidisch. Der
Name Gradabbildung kommt von dem Beispiel des Polynomringes K[X],
wo d(f) = deg(f) tatsdchlich der Grad von f ist. Dieser Ring ist auch
Euklidisch, wenn K ein Korper ist. Der folgende Satz ist sehr hilfreich fiir
die Untersuchung von Hauptidealringen.
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Satz 3.4.2. Jeder Fuklidische Ring R ist ein Hauptidealring.

Beweis. Zu gegebenem Ideal I # 0 besitzt die Menge {d(b) | b € I\ 0}
nicht-negativer ganzer Zahlen ein kleinstes Element, d.h., es existiert ein
¢ # 0in I mit d(c) < d(b) fiir alle b # 0 in I. Nach Annahme existieren
nun fiir jedes b € [ ¢,r € R mit b = gc + r mit r = 0 oder d(r) < d(c). Da,
¢ minimal war, folgt 7 = 0 und b = qc € (¢). Also ist (¢) C I C (¢), d.h.
I = (¢) ist ein Hauptideal. O

Beispiel 3.4.3. Der Ring Z[i] ist Euklidisch, und daher ein Hauptidealring.

Tatséichlich ist es leichter zu zeigen, dass Z[i] mit d(a + bi) = a® + b?
Euklidisch ist, als die Definition von Hauptidealring zu verwenden.

Bemerkung 3.4.4. Die Umkehrung des obigen Satzes gilt nicht. Es gibt
Hauptidealringe, die nicht Euklidisch sind. Das bekannteste Beispiel diirfte

der Ring
1 —1
2|

sein. Zum Beweis siehe Frage 998716 in StackExchange Mathematics, und
deren Links. Ein etwas unbekannteres Beispiel ist der Faktorring

Rz, yl/(* +y* +1).
Sei d € 7 quadratfrei. Die Menge
Q(Vd) ={x+yVd|z,ycQ} CC

ist ein Unterkorper von C. Sei z = a+bv/d ein Element, dann definiert man
die Norm von z durch

N(z) = 22 = 2* — dy?,

wobel Z = x — yv/d das zu z konjugierte Element genannt wird, auch wenn
z reell ist. Man kann nachrechnen, dass N(wz) = N(w)N(z) gilt fiir alle
z,w € Q(v/d). Dann definiert man

Oy ={{a+bwy|abeZ},

wobel
Vi, if d =2,3(4),
Wi =
T LA+ V), ifd=1(4).
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Als Unterring von C ist O, ein Integritatsring, den man den Ring der ganzen
Zahlen in Q(v/d) nennt. Fiir d = 1 erhiilt man O = Z in Q, und fiir d = —1
hat man O_; = Z[i] in Q(¢). Wir nennen einen Ring O der ganzen Zahlen
eines Zahlkorpers K, der ein endlicher-dimensionaler Vektorraum iiber Q
ist, Norm-FEuklidisch, falls er Euklidisch ist mit der Norm | N (z)| = [2Z] ist.
Fiir K = Q(v/d) mit d # 1 und d quadratfrei gilt dimg(K) = 2, weswegen

man K einen quadratischen Zahlkorper nennt.

Theorem 3.4.5. Die Ringe Oy fiir quadratfreies d < 0 sind genau dann
FEuklidisch, wenn

d=-1,-2,-3,-7,—11
qilt, und in diesen Fidllen ist Oq4 Norm-FEuklidisch.

Fiir quadratfreies d > 0 kennt man nur die Klassifikation der Norm-
Euklidischen Ringe.

Theorem 3.4.6. Die Ringe Oy fiir quadratfreies d > 0 sind genau dann
Norm-Euklidisch, wenn

d=2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73
qilt.

Bemerkung 3.4.7. M. Harper [2] zeigte, dass der Ring Oy4 Euklidisch ist,
obwohl er nicht Norm-Euklidisch ist. Allerdings kennt bisher niemand die
Gradabbildung dazu explizit.

Auch die Frage, welche O; Hauptidealringe sind, ist nur fiir d < 0 bekannt,
siehe [7].

Theorem 3.4.8 (Baker-Heegner-Stark). Die Ringe Oy fir quadratfreies
d < 0 sind genau dann Hauptidealringe, wenn

d=-1,-2,-3,-7,—11,—19,—43, —67, —163.
qilt.

Fiir d > 0 hat Gauf vermutet, dass O, ein Hauptidealring fiir unendliche
viele (quadratfreie) d ist. Die bekannte Liste dieser Zahlen beginnt mit d =
1,2,3,5,6,7,11, 13, 14.
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3.5 Polynomringe

Wir erinnern nochmal daran, dass alle Ringe kommutativ sind.
Definition 3.12. Sei R ein Ring. Der Polynomring R[X] in einer Unbe-
stimmten X ist die Menge aller formalen Summen

n

ZaiXi

1=0

mit n € Ny und a; € R, zusammen mit folgender Addition und Multiplika-
tion

max(n,m)

zn:aiXiJribiXi: Z (ai+bi)Xia
=0 =0 1=0
n m n+m
(Z aiXi> (Z biXi> =) ( > apbq) X!
1=0 1=0 1=0 \p+g=1

Hier setzen wir a; = 0 fir ¢ > n+ 1 und b; = 0 fiir ¢« > m + 1.

Das Nullelement von R[X] ist das Nullpolynom 0 = 0X", und das Eins-
element ist 1 = 1.X°. Die Abbildung

R < R[X], a+ aX"’

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Er gestattet es, R als Unterring
von R[X] aufzufassen.

Definition 3.13. Sei f = >_"" ja; X" € R[X] ein Polynom. Der Grad von
f ist die grofte natiirliche Zahl n € Ny mit a, # 0, oder —oo, falls alle
a; = 0 sind, d.h., deg(0) = —oo. Man schreibt deg(f) = n und a,, heifit der
Leitkoeffizient von f. Ein Polynom f # 0 heifst normaeert, falls a,, = 1 gilt
mit n = deg(f).

Das einzige normierte Polynom vom Grad 0 ist 1X° = 1 = 1. Nur das
Nullpolynom hat Grad —oco.
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3.5 Polynomringe

Lemma 3.5.1. Es seien f,g € R[X]| Polynome tiber R. Dann gilt

deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)},
deg(fg) < deg(f)+ deg(yg)

Sind die Leitkoeffizienten von f und g keine Nullteiler, also zum Beispiel
wenn R ein Integrititsring ist, so qilt die Gleichheit

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Beweis. Ist entweder f = 0 oder g = 0, so gilt die Behauptung, wenn man
die Konventionen (—o0) + (—00) = —oo und (—00) + n = —oo beachtet.
Andernfalls gilt deg(f) = n, deg(g) = m mit n,m € Ny. Ist f = > ja; X"
und g = Y10 b X", so ist a; + b; = 0 fiir i > max(n, m). Also ist der Grad
von f + g hochstens so gross wie max(n, m). Fiir die zweite Ungleichung
beachte man, dass » . _;ayb, = 0 ist fiir ¢ > n + m. Der Koeffizient vom
Grad n+m in fg ist a,b,,. Ist R ein Integritidtsring, oder sind a,, b,, keine
Nullteiler in R, so folgt aus a,, b,, # 0 auch a,b,, # 0. Dann gilt

deg(fg) =n +m = deg(f) + deg(g).
0

Korollar 3.5.2. Der Polynomring R[X] ist genau dann ein Integritdtsring,
wenn R ein Integrititsring ist. Dann hat man R|X]* = R*.

Beweis. Ist R[X] nullteilerfrei, so auch sein Unterring R. Sei R nullteilerfrei
und f € R[X] ein Nullteiler von R[X]| mit fg = 0 fiir ein g # 0. Dann folgt
wegen Lemma 3.5.1]

—oo = deg(0) = deg(fg) = deg(f) + deg(g),

also deg(f) = —oo und f = 0. Somit ist auch R[X] nullteilerfrei.
Sei nun f € R[X]*. Dann gibt es ein g € R[X] mit fg = 1. Lemma 3.51]
ergibt
0 = deg(fg) = deg(f) + deg(g),
also deg(f) = deg(g) = 0 und damit f,g € R*. Somit ist

R[X]* C R* C R[X]".
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Satz 3.5.3. Sei g # 0 ein Polynom in R[X]|, dessen Leitkoeffizient eine
FEinheit in R ist. Dann ezistieren zu jedem Polynom f € R[X] eindeutig
bestimmte Polynome q,r € R[X], so dass f = qg + r mit deg(r) < deg(g)
qilt.

Beweis. Die Falle f = 0 bzw. f # 0,deg(f) < deg(g) sind klar mit ¢ = 0
und 7 = f. Sei also m = deg(f) > deg(g) = n. Wir fithren eine Induktion
iiber m. Sei f =Y " a; X" und g = > b; X" mit b, € R*. Der Grad des
Polynoms

h=f—anub, ' X" "g

ist echt kleiner als m, weil sich das Leitmonom a,, X" von f mit dem von
amb, L X™ g weghebt. Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung qo,r €
R[X] mit deg(r) < n, so dass h = qpg + r ist. Daraus folgt

f=(anb,' X" " +q)g+r
=qg+r.

Nun fehlt nur noch die Eindeutigkeit von ¢ und r zu zeigen. Angenommen,
f=aqg+ 1 = qg + ro mit deg(ry), deg(r2) < deg(g). Dann ist

(2 —q1)g =12 —11.
Da b, eine Einheit in R ist, gilt nach Lemma [3.5.1]
deg(g) > deg(ry — ) = deg((e2 — q1)g
= deg(g2 — 1) + deg(g).

Das kann nur stimmen, wenn ¢ — ¢; das Nullpolynom vom Grad —oo ist,
also fiir g9 = ¢1, und dann ro = ry. O

Korollar 3.5.4. Sei K ein Korper. Dann ist K[ X] mit der Gradfunktion
d(f) = deg(f) ein Euklidischer Ring.

3.6 Primideale und maximale Ideale

Definition 3.14. Sei R ein Ring.

(1) Ein Ideal P C R heilt prim oder Primideal, wenn P # R und wenn
tiir alle a,b € R aus ab € P auch a € P oder b € P folgt.
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3.6 Primideale und maximale Ideale

(2) Ein Ideal M C R heift mazimal oder maximales Ideal, wenn M # R
und wenn es kein Ideal I gibt mit M C I C R, d.h. wenn fiir alle
Ideale I C R mit M C I gilt I = M oder I = R.

Das Ideal I = 0 ist nach Definition genau dann ein Primideal, wenn R ein
Integritétsring ist. In einem Korper ist I = 0 das einzige maximale Ideal.
In Z ist jedes Ideal von der Form nZ mit n € N.

Beispiel 3.6.1. Sei m € N. Ein Ideal mZ in Z ist genau dann prim, wenn
m = 0 oder m prim ist. Es ist genau dann mazximal, wenn m prim ist.

Das folgt direkt aus den Definitionen. Allerdings kann man auch den fol-
genden Satz anwenden.

Satz 3.6.2. Sei R ein Ring.

(1) Ein Ideal P C R ist genau dann prim, wenn R/ P ein Integrititsbereich
ist.

(2) Ein Ideal M C R ist genau dann mazimal, wenn R/M ein Kdrper ist.

Beweis. Zu (1): Ist P C R ein Primideal, so ist P # R und somit R/P # 0.
Gilt [a][b] = O fiir a,b € R/P, so ist ab € P, also entweder a € P oder
b € P. Das bedeutet, entweder [a] = 0 oder [b] = 0. Somit ist R/P null-
teilerfrei. Sei umgekehrt R/P ein Integritatsbereich. Da R/P # 0 ist, gilt
R # P.Ist ab € P, so folgt [a][b] = 0. Da R/ P nullteilerfrei ist, folgt [a] = 0
oder [b] = 0. Das bedeutet, a € P oder b € P.

Zu (2): Fiir jedes Ideal I O M ist das Bild (/) unter der Restklassenab-
bildung 7: R — R/M ein Ideal in R/M. Umgekehrt ist fiir jedes Ideal
J C R/M das Urbild 771(J) ein Ideal in R, das M enthélt. Dann sind

{Ideale I C R mit M C I} <— {Ideale J C R/M}
I'—x(I)
T (J) = J
zueinander inverse Bijektionen. Ist R/M ein Korper, so hat R/M nur die
zwei Ideale 0 und R/M. In der Tat, jeder Korper K hat nur die beiden Ideale

0 und K, weil jedes Ideal I # 0 ein a # 0 enthilt, also auch 1 = aa™*
enthilt, und somit I = (1) = R gilt. Mit den obigen Bijektionen folgt
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3 Ringe

daraus, dass M ein maximales Ideal in R ist.

Ist umgekehrt M ein maximales Ideal von R, so ist R/M nicht der Nullring.
Mit der obigen Bijektion folgt, dass R/M nur die Ideale 0 und R/M besitzt.
Jeder Ring S, der nicht der Nullring ist und nur die Ideale 0 und S besitzt
ist ein Korper, weil jedes s # 0 in S invertierbar ist. Denn (s) ist ein Ideal
ungleich Null, also (s) = S, und somit sx = 1 fiir ein z € S. Also ist R/M
ein Korper. O

Beispiel 3.6.3. Der Ring Z/mZ ist genau dann ein Kdrper, wenn m eine
Primzahl ist. Wir schreiben dann m = p und ¥, := Z/pZ.

Ist m = p prim, so ist pZ ein maximales Ideal in Z. Also ist Z/pZ ein
Kérper. Ist m nicht prim, so ist Z/mZ nicht nullteilerfrei, und daher kein
Korper.

Korollar 3.6.4. Jedes maximale Ideal in R ist ein Primideal.

Beweis. Ist M ein maximales Ideal in R, so ist R/M ein Korper, also ins-
besondere ein Integritédtsring. Somit ist M prim. N

Tatséchlich ist es nicht so klar, dass ein Ring R (immer kommutativ)
iberhaupt ein maximales Ideal besitzt. Um das zu zeigen, braucht man das
Zornsche Lemma.

Satz 3.6.5. Jeder Ring R # 0 besitzt ein maximales Ideal.

Beweis. Die Menge M aller Ideale I # (1) in R ist nicht leer, da (0) € M.
Sie ist durch die Inklusionsrelation geordnet. Um Zorns Lemma anzuwen-
den, miissen wir zeigen, dass jede Kette in M eine obere Schranke in M
hat. Sei T" also eine Kette von Idealen I # (1). Dann betrachte man

J::UI.

IeT

Dann ist J ein Ideal in R, denn fiir alle z,y € J existiert ein I € T mit
x,y € I. Da I ein Ideal ist, folgt ©+ —y € I und rz € [ fiir alle r € R.
Weiterhin gilt 1 &€ J, da 1 € [ fiir alle I € T. Also gilt J € M, und J ist
offensichtlich eine obere Schranke der Kette T'. Aus Zorns Lemma folgt die
Existenz eines maximalen Elementes fiir M. O
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Korollar 3.6.6. Sei I ein echtes Ideal in R. Dann g¢ibt es ein maximales
Ideal M in R mit I C M.

Beweis. Man betrachte im obigen Satz den Ring R/I und verwende die
Bijektion aus dem Beweis von (2) in Satz 3.6.2 O

3.7 Bruchringe und Quotientenkorper

In der kommutativen Algebra werden sogenannte Lokalisierungen eines Rin-
ges R beziiglich einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S studiert.
Man erhilt einen neuen Ring S™'R, in dem die Elemente von S invertierbar
sind. Er heiftt auch Ring der Briiche. Ist R ein Integritédtsring, so erhélt man
mit S = R\ 0 den sogenannten Quotientenkdrper von R. Fiir R = 7 ist
das genau die Konstruktion, aus der man @Q erhélt.

Definition 3.15. Eine Teilmenge S von R heifst multiplikativ abgeschlossen,
wenn gilt

(1) 1 €5,
(2) Ausa € S, be Sfolgt abe S.

Beispiel 3.7.1. 1. Sei I ein Ideal in R. Dann ist R\ I genau dann multi-
plikativ abgeschlossen, wenn I ein Primideal ist.

2. Ist R ein Integrititsring, so ist R\ 0 multiplikativ abgeschlossen.
3. Die Menge aller Nicht-Nullteiler in R ist multiplikativ abgeschlossen.
4. Die Menge aller Einheiten in R ist multiplikativ abgeschlossen.

Sei S eine multiplikative abgeschlossenen Teilmenge von R. Wir definieren
eine Relation auf der Menge aller geordneten Paare von R x S wie folgt.
Fiir zwei Paare (a, s), (b,t) € R x S sei

(a,s) ~ (b,t) <= (at — bs)u = 0 fiir irgendein u € S.
Lemma 3.7.2. Die Relation ~ definiert eine Aquivalenzrelation auf R S.

Beweis. Es ist klar, dass (a, s) ~ (a, s) gilt, und (a, s) ~ (b,t) auch (b,t) ~
(a, s) impliziert. Es ist also nur die Transitivitdt zu zeigen. Es gelte also
(a,s) ~ (b,t) und (b,t) ~ (¢, ). Es existieren also v, w € S mit

(at —bs)v =0, (br —ct)w =0,
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Daraus folgt
(at — bs)row =0, (br — ct)svw = 0,

und damit atrvw = bsrvw = ctsvw, so dass
(ar — cs)tvw = 0.

Da S multiplikativ abgeschlossen ist, haben wir tvw € S, also (a,s) ~
(c,r). O

Wir schreiben einfach ¢ fiir die Aquivalenzklasse von (a, s).

Definition 3.16. Der Ring der Briiche beziiglich S ist der Ring
S'R:={a/s | (a,s) € R x S},
wobei die Addition und die Multiplikation auf S~'R durch

a b at+bs
st st
a b ab
t

S st

gegeben sind.

Bemerkung 3.7.3. Addition und Multiplikation sind wohldefiniert, d.h.
héngen nicht von der Wahl der Vertreter (a,s) und (b,t) ab. Das Nach-
rechnen der Ringaxiome ist Routine. Der Ring S~!R hat das Nullelement
% und das Einselement % Die Abbildung ¢: R — S™'R mit r — £ ist ein
Ringhomomorphismus mit Kern

ker(p) = {r € R| es existiert ein s € .S mit rs =0 }.

Es gilt genau dann S™'!R =0 wenn 0 € S.

Definition 3.17. Sei R ein Integritiatsring. Dann ist S = R\ 0 multiplikativ
abgeschlossen und S~ R ein Korper. Er heikt der Quotientenkirper von R
und wird mit Quot(R) bezeichnet.

Die Abbildung ¢: R — S7'R ist dann injektiv, da S keine Nullteiler
enthiilt. Also kann man R mit seinem Bild in S~ R identifizieren. Wie schon
erwiahnt ist Quot(Z) = Q. Ein anderes Beispiel ist Quot(Z[i]) = Q(7).
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3.8 Teilbarkeit und faktorielle Ringe

In der elementaren Zahlentheorie wurde die eindeutige Primfaktorzerlegung
von ganzen Zahlen studiert. Solche Zerlegungen sind nicht nur fiir den Ring
Z interessant, sondern auch allgemein fiir Integritatsringe. Allerdings haben
Primfaktorzerlegungen dort nicht immer so schone Eigenschaften wie in Z.

Definition 3.18. Sei R ein Integritatsring.

(1) Fiir Elemente a,b € R sagt man a teilt b, oder a | b, falls es ein c € R
gibt mit ac = b.

(2) Zwei Elemente a,b € R heiken assoziiert, oder a ~ b, falls a | b und
b | a gilt.

(3) Ein Element p € R heifst prim oder Primelement, falls p # 0 und p
keine Einheit ist, und fiir alle a,b € R mit p | ab folgt p | a oder p | b.

(4) Ein Element u € R heift irreduzibel, falls u # 0 und u keine Einheit
ist, und aus einer Darstellung v = ab mit a,b € R immer folgt, dass a
oder b eine Einheit ist.

Beispiel 3.8.1. Fir R = Z sind die Primelemente genau alle Zahlen {£p},
wobei p eine Primzahl ist. Ebenso sind auch alle irreduziblen Elemente ge-
geben. Die Begriffe prim und irreduzibel sind also dquivalent in 7.

Zwei ganze Zahlen m und n sind genau dann assoziiert, wenn m = +n
gilt, d.h., wenn sie sich durch eine Einheit in Z unterscheiden. Sind allgemein
a,b € R assoziiert, so gilt a = pub und b = va fiir u,v € R, also b = vub,
und somit b(1 — vu) = 0. Ist b # 0, so sind p, v Einheiten. Fiir b = 0 ist
a=0und b=1"-a. Also gilt

a ~ b <= a = pub mit einer Einheit p.

Ein Korper hat gar keine Primelemente, da alle Elemente ungleich Null
Einheiten sind. Ebenso hat er auch keine irreduziblen Elemente.

Wir kénnen obige Begriffe auch idealtheoretisch beschreiben.
Lemma 3.8.2. Sei R ein Integrititsring.
(1) Es gilt (a) 2 (b) <= a | b. "To contain is to divide".
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(2) Es gilt a ~ b <= (a) = (b).

(3) Ein Element p € R ist genau dann prim, wenn p # 0 und (p) ein
Primideal in R 1st.

(4) Ist R ein Hauptidealring, dann ist ein Element w € R genau dann
irreduzibel, wenn (u) ein mazimales Ideal in R ist.

Beweis. Wir iiberlassen (1) — (3) dem Leser. (4) folgt aus (1), weil in ei-
nem Hauptidealring jedes Ideal von der Form (a) ist. Also ist (a) genau
dann maximal wenn a keine nicht-trivialen Teiler hat, genau dann wenn a
irreduzibel ist. ]

Das folgende Beispiel zeigt, dass (4) nicht in jedem Integrititsring gelten
muss.

Beispiel 3.8.3. Das Polynom X in R = Z[X] ist ein irreduzibles Element,
aber das Ideal (X)) ist nicht mazimal.

In der Tat, da Z[X]/(X) = Z kein Korper ist, kann (X') kein maximales
Ideal sein. Die Aussage in (4) kann verbessert werden, idem man sagt, dass
ein Element r € R genau dann irreduzibel ist, wenn das Ideal () maximal
unter den Hauptidealen in R ist. Fiir Hauptidealringe sind die Begriffe prim
und irreduzibel sogar dquivalent.

Satz 3.8.4. Sei R ein Integrititsring.
(1) Jedes Primelement in R ist irreduzibel.

(2) In einem Hauptidealring R ist ein Element genau dann prim wenn es
irreduzibel ist.

(3) In einem Hauptidealring R ist ein Ideal ungleich Null genau dann prim
wenn es mazximal ist.

Beweis. Zu (1). Sei p ein Primelement in R und p = ab. Dann gilt a | p
und b | p. Da p prim ist, folgt auch p | @ oder p | b. Im ersten Fall ist p ~ a
und deshalb b € R*, und im zweiten Fall p ~ b, also a € R*. Also ist p
irreduzibel.

Zu (2). Sei u € R irreduzibel. Wegen Lemma B.8.2, (4) fiir Hauptidealringe
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ist (u) ein maximales Ideal, also auch ein Primideal. Somit ist u ein Prim-
element. Die Umkehrung gilt allgemein wegen (1).

Zu (3). Das folgt aus Lemma [B.8.2 (3) und (4). N

Satz 3.8.5. Der Polynomring R|X] ist genau dann ein Hauptidealring,
wenn R ein Korper ist.

Beweis. Die Abbildung R[X] — R, f +— f(0) ist ein Ringepimorphismus
mit Kern (X). Nach dem Isomorphiesatz gilt also R[X]|/(X) = R. Sei R[X]
ein Hauptidealring. Dann ist das Ideal I = (X)) prim, da R[X]/(X) = R als
Unterring von R[X] selbst ein Integritatsring ist. Wegen B.84] (2) ist (X)
auch maximal, und somit R/I = R ein Korper. Umgekehrt sei R ein Korper.
Dann ist R[X] ein Euklidischer Ring mit der Gradfunktion d(f) = deg(f),
also auch ein Hauptidealring, siche Satz 3.4.2. O

Definition 3.19. Sei R ein Integritatsring und a,b € R.

(1) Ein grofiter gemeinsamer Teiler, oder ein ggT von a und bist eind € R
mit d | a, d | b und der Eigenschaft, dass fiir alle r € R mit r | a, r | b
folgt 7 | d. Wir schreiben d = ged(a, b).

(2) Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches, oder ein kgV von a und b ist ein
v € Rmit a | v, b| v, und der Eigenschaft, dass fiir alle s € R mit
a|s,b|sfolgt v|s. Wirschreiben v = lem(a, b).

Satz 3.8.6. Sei R ein Integrititsring und a,b € R.

(1) Falls es in R einen ggT von a und b gibt, so ist er bis auf eine Einheit
eindeutiq.

(2) Falls es ein d € R gibt mit (d) = (a,b), so ist d ein ggT von a und b.

(3) Falls es in R ein kgV von a und b gibt, so ist es bis auf eine Einheit
eindeutiq.

(4) Falls es ein v € R gibt mit (v) = (a) N (b), so ist v ein kgV von a und
b.

Beweis. Zu (1). Sind d und e zwei ggTs, so gilt d | e und e | d. Damit gilt
d ~ e, also d = pe fiir eine Einheit p.
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Zu (2). Aus (d) = (a,b) folgt (a) C (d), (b) C (d), also d | a, d | b. Wegen
d € (a,b) gibt es x,y € R mit d = xa + yb. Gilt also r | a, r | b, so folgt
r | d. Also ist d ein ggT von a und b.

Ahnlich zeigt man (3) und (4). ]

Falls ein ggT oder kgV existiert, ist er also im wesentlichen eindeutig. Fiir
Hauptidealringe haben wir folgdenes Resultat.

Satz 3.8.7. Seir R ein Hauptidealring und a,b € R. Dann gibt es einen ggT
d = ged(a,b) und es gilt (d) = (a,b) = (a) + (b). Ebenso gibt es ein kgV
v =lem(a,b) und es gilt (v) = (a) N (b).

Beweis. Da R ein Hauptidealring ist, gibt es zu dem Ideal (a,b) ein d € R
mit (d) = (a,b). WegenB.8.6], (2) ist d ein ggT von a und b. Nach Definition
ist (a,b) das kleinste Ideal das @ und b enthélt. Also gilt in jedem Ring

(a,b) = (a) + (b).
Da auch das Ideal (a) N (b) ein Hauptideal ist, gibt es ein v € R mit
(v) = (a) N (b). Wegen 3.8.6, (4) ist v ein kgV von a und b. O

Definition 3.20. Zwei Elemente a,b € R heifsen teilerfremd, falls 1 ein
ge'T von a und b ist. Zwei Ideale I und J in einem Ring heiflen teilerfremd,
falls I + J = R gilt.

Aus Satz B.8.7 folgt

Satz 3.8.8. Sei R ein Hauptidealring. Dann sind a und b aus R genau
dann teilerfremd, wenn die Ideale (a) und (b) teilerfremd sind. In diesem
Fall gibt es r,s € R mit ra + sb = 1.

Definition 3.21. Ein faktorieller Ring ist ein Integritdtsring R, in dem
sich jedes Element a € R mit a # 0, a ¢ R* als ein endliches Produkt von
Primelementen schreiben lafst.

Wir nennen diese Darstellung als Produkt von Primelementen eine Prim-
faktorzerlegung. Das leere Produkt ist dabei eingeschlossen, also ist ein Kor-
per auch ein faktoreller Ring. Er hat keine Nicht-Einheiten ungleich Null.
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Bemerkung 3.8.9. Man kann leicht zeigen, dass Primfaktorzerlegungen,
wenn sie existieren, eindeutig in folgendem Sinne sind. Gilt

sz' = H qj
i=1 j=1

mit Primelementen p;, ¢; € R, so folgt m = n und es gibt eine Permutation
o € S, und Einheiten €; in R mit p; = €; - g, fir alle y =1,... n.

Satz 3.8.10. Ein Integrititsring R is genau dann faktoriell, wenn sich jedes
Element r # 0,7 & R* als ein endliches Produkt von irreduziblen Elemen-
ten schreiben ldfst, und diese Zerlegung bis auf Reihenfolge und Einheiten
eindeutiq 1st.

Beweis. Sei R faktoriell und r # 0 keine Einheit. Dann existiert eine ein-
deutige Zerlegung in Primelemente, d.h., r = py - - - p,. Jedes Primelement
ist aber irreduzibel nach Satz 3.8.4. Also erhalten wir eine eindeutige Zer-
legung in irreduzible Elemente. Hat jedes Element eine Zerlegung in irredu-
zible Elemente, dann ist jedes irreduzible Element v auch prim. Denn hat
man u | ab, so gibt es ein ¢ € R mit uc = ab. Nun ersetze man a, b, ¢ durch
eine Zerlegung in irreduzible Elemente, d.h.,

a:pl...pr7 b:ql...qs7 C:/"'l.../"'t.

Dann erhélt man aber auf beiden Seiten von uc = ab im wesentlichen die
gleiche Zerlegung, wegen der Eindeutigkeit der Zerlegungen,

u’)"lc../"'t:plc..prcqlc..qs.

Also ist u = p; fiir ein ¢, oder u = g; fiir ein j und es folgt entweder u | a
oder u | b. Somit ist u auch prim und R faktoriell. O

Korollar 3.8.11. Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist ein Element a € R
genau dann prim wenn es irreduzibel ist.

Beispiel 3.8.12. 1. Jeder Korper ist ein faktorieller Ring.
2. Z st ein faktorieller Ring.
3. O_5 = Z[\/—5] ist kein faktorieller Ring.
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3 Ringe
Zu 3. Sei R = O_5. Die Normabbildung N: O; — Z ist durch
N(z) = 2Z = (a + bv/=5)(a — vV/—5) = a® + 5b*

gegeben. Es ist leicht zu sehen, dass z eine Einheit ist, genau dann wenn
N(z) =1 gilt. Das bedeutet, R* = {£1}. Das Element z = 6 hat folgende
Zerlegungen in irreduzible Elemente,

6=2-3=(1++v-5)(1—+v=5).

Nun ist 2 kein Primelement, denn 2 | 6, aber 2 teilt keinen der beiden
Faktoren 1 4 +/—5. Dazu bemerkt man, dass aus z | w in R folgt N(z) |
N(w) in Z. Aber
N(2) =416 =N(1++v-5).

Andererseits ist 2 aber irreduzibel. Angenommen 2 = (a + byv/—5)(c +
dv/—5), und ein Faktor, sagen wir der erste, wiire keine Einheit, d.h., a® +
50> # 1. Dann gilt (a + bv/=5) | 2 in R, also a* + 5b* | 4 in Z. Dann
bleibt nur 4 = 2 - 2 und a? + 5b? = 2, was aber keine Losung in Z hat, ein
Widerspruch. Wegen Korollar B.8. 1T kann R also nicht faktoriell sein.

Lemma 3.8.13. Sei R ein faktorieller Ring. Dann gibt es zu gegebenem
a # 0 in R nur endlich viele verschiedene Hauptideale (b) mit (b) 2 (a) in
R.

Beweis. Ist a eine Einheit, so ist (a) = R und die Aussage klar. Andernfalls
hat man eine Zerlegung a = u; - - - u,, in irreduzible Elemente. Fiir (b) 2 (a)
gilt b | a, also a = bg mit einem ¢ € R. Wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung muss es 1 < 4; < -+ < 4, < n geben mit b ~ w;, ---u; . Das
sind nur endlich viele Méglichkeiten fiir (b). O

Satz 3.8.14. Ein Integrititsbereich R ist genau dann ein faktorieller Ring,
wenn jedes irreduzible Element prim ist und jede aufsteigene Kette von
Hauptidealen

LCILCI3C---

stationar wird.

Beweis. Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist nach Korollar B.8 11l jedes ir-
reduzible Element prim. Wegen Lemma [3.8. 13 wird jede aufsteigende Kette
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3.8 Teilbarkeit und faktorielle Ringe

von Hauptidealen stationar.

Sei umgekehrt R ein Integrititsring mit aufsteigender Kettenbedingung fiir
Hauptideale. Betrachte die Menge H aller Hauptideale (a) in R mit a # 0,
a € R*, so dass a kein Produkt von irreduziblen Elementen ist. Wir miissen
zeigen, dass H = () ist und nehmen das Gegenteil an. Dann enthélt H ein
maximales Element I, denn andernfalls héitte man zu jedem J; € H ein
Jo € H mit J; C Jy, und so durch Fortsetzen des Verfahrens eine aufstei-
gende Kette von Hauptidealen, die nicht stationér wére. Sei I = (a) fiir ein
a € R. Dann ist a # 0, keine Einheit und muss reduzibel sein. Also gibt es
Nicht-Einheiten b, ¢ € R mit a = be. Man erhélt echte Inklusionen (a) C (b)
und (a) € (c¢). Also gehoren wegen der Maximalitéit von (a) die Ideale (b)
und (c¢) nicht zu H. Also sind b und ¢ das Produkt irreduzibler Elemente,
und somit auch a = be. Das ist ein Widerspruch zu (a) € H. Also ist H
leer. ]

Die aufsteigende Kettenbedingung kann man iiberhaupt fiir alle Ideale
in einem beliebigen Ring fordern. Dann erhélt man eine weitere wichtige
Klasse von Ringen.

Definition 3.22. Ein Ring R heilt Noethersch, wenn jede aufsteigende
Kette von Idealen
LCLCI3C---

stationar wird.
Satz 3.8.15. Sei R ein Ring. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(1) R ist Noethersch.

(2) Jede nicht-leere Menge von Idealen in R hat ein mazimales Element
beziiglich Inklusion.

(3) Jedes Ideal in R ist endlich erzeugt.

Beweis. (1) = (2): Ist M eine nicht-leere Menge von Idealen, die kein
maximales Element hat, so gibt es zu jedem I; € M ein I, € M mit
I € I,. Somit erhdlt man eine aufsteigende Kette von Idealen, die nicht
stationédr wird, im Widerspruch zur Annahme. Also folgt (2).

(2) = (3): Sei I ein Ideal in R und M die Menge aller Ideale in R, die
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endlich erzeugt sind und in I enthalten sind. Dann ist M nicht-leer. Sei M
ein maximales Element in M und a € I. Dann gilt (a) + M € M und
M C (a) + M. Wegen der Maximalitét folgt M = (a) + M, also a € M.
Alsoist I C M C I, d.h.,, I = M. Da M nach Definition von M endlich
erzeugt ist, folgt (3).

(3) = (1):Ist 1 C I, C I, C --- eine aufsteigende Kette von Idealen in
R, so ist ihre Vereinigung I wieder ein Ideal. Es ist endlich-erzeugt nach

Voraussetzung, d.h., I = (a1, ..., ay). Zu jedem 1 < j < m existiert ein n;
mit a; € I;. Ist ng die grokte der Zahlen nj, so gilt I = I,;, und die Kette
wird stationdr. Also folgt (1). O

Korollar 3.8.16. Jeder Hauptidealring ist faktoriell und Noethersch. Wir
haben die Implikationen

Euklidisch =—> Hauptidealring —> faktoriell

Beweis. Sei R ein Hauptidealring. Nach Satz [3.8.4 ist jedes irreduzible Ele-
ment prim. Offensichtlich ist jedes Ideal in R von einem Element erzeugt.
Nach (3) des obigen Satzes ist R also Noethersch. Somit ist R fak-
toriell nach Satz [3.8.14l Euklidische Ringe sind Hauptidealringe nach Satz
B.4.2, und deshalb faktoriell. O

Beispiel 3.8.17. Alle Ringe Og4 mit
d=—-163,—-67,—43,—-19,—-11,—-7,-3,—-2,—-1,1,2,3,5,6,7,11,13,14, ...
sind faktoriell, sieche Theorem [3.4.8.

Bemerkung 3.8.18. Die Umkehrungen der Implikationen aus Korollar
gelten im allgemeinen nicht. Wir werden noch sehen, dass Z[X] ein
faktorieller Ring ist. Er ist aber kein Hauptidealring, da Z kein Korper ist,
siehe Satz [B.8.5 Allerdings, Ganzzahlringe in Zahlkérpern sind genau dann
faktoriell, wenn sie Hauptidealringe sind. Das gilt insbesondere fiir die Ringe

Oa.

3.9 Der Satz von Gaul}

Der Satz von Gaufs besagt, dass der Poylnomring R[X] {iber einem fak-
toriellen Ring R wieder faktoriell ist. Fiir R = 7Z erhilt man also, dass
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der Ring Z[X] faktoriell ist. Der Beweis fiihrt tiber den Quotientenkorper
K = Quot(R). Da K[X] ein Hauptidealring ist wegen Satz[B3.8.5 ist er auch
faktoriell. Die kanonische Einbettung von R nach K liefert eine Einbettung
von R[X] nach K[X]. Allerdings muf man nun iiberlegen, wie man aus
Primfaktorzerlegungen in K|[X] solche in R[X] erhalten kann. Sei p € R
prim. Man betrachte die Abbildung (Bewertung) v,: R — N U {oo},
x+—sup{n e N|p" |z}

Definition 3.23 (Primbewertungen auf Quotientenkérpern). Sei R ein fak-
torieller Ring mit Quotientenkorper K und p € R prim. Man setze die
Abbildung v, auf K fort durch

a
v, (5) = vy(a) — vy(b) € ZU {0}
fiir eine Klasse ¢ € K. Fiir f = >"" (a; X' € K[X] definiere man
vp(f) =min{vy(a;) | i =0,...,n}.

Bemerkung 3.9.1. Fir f € K[X] gilt f € R[X]| C K[X] genau dann,
wenn v,(f) > 0 fiir alle Primelemente p € R.

Lemma 3.9.2 (Lemma von Gauk). Sei R ein faktorieller Ring mit Quoti-
entenkorper K und p € R prim. Dann gilt fir alle f,g € K[X]

Vp(fg) = Vp(f) + Vp(g)-
Sind zudem f,g beide normiert und fg € R[X], so folgt f,g € R[X].

Beweis. 1. Die "Gradgleichung"gilt offensichtlich fiir f,¢g € K, wie man
leicht mit der Primfaktorzerlegung von Zahler und Nenner nachrechnet.

2.8ei S ={0,1,...,n}. Ist f € Kund g =37 (0;X/ € K[X], so folgt

vp(f9) =1y (Z fijj>

=0
— min{vy(fb) | j € S}

= min{v,(f) + v,(b;) | J € 5}
— uy(f) + min{uylb) | J € 5}
= u(f) + l9).
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3. Wir zeigen nun, dass die Gradformel fiir f, g € R[X| mit v,(f) = 1,(9) =
0 gilt. Die natiirliche Projektion R — R/(p) induziert einen Ringhomomor-
phismus

m: RIX] = R/(p)[X].

Da p prim ist, ist (p) ein Primdeal in R und daher R/(p) ein Integritits-
ring, wegen Satz B.6.21 Nach Korollar B.5.2 ist dann auch R/(p)[X] ein
Integritatsring. Nach Konstruktion gilt

ker(m) = {h € R[X] | v,(h) > 0}.

Wegen v,(f) = vp(g) = 0 gilt 7(f),7(g) # 0. Da R/(p)[X] nullteilerfrei
ist, folgt 7(fg) # 0, also fg & ker(w), und deshalb v,(fg) = 0. Damit gilt
die Gradgleichung auch in diesem Fall.

4. Nun kénnen wir den allgemeinen Fall behandeln. Seien f, g € K[X]. Dann
gibt es Elemente ¢,d € K* mit ¢f,dg € R[X] und vy(cf) = v,(dg) =
0. Man kann zum Beispiel mit dem Produkt aller Nenner multiplizieren
und durch geeignete p-Potenzen dividieren. Mit den vorangegangenen Fallen
folgt nun

vp(cd) + Vp(fQ) vp(cdf g)
= vp(cf - dg)
i%@ﬂ+%@)
(c) + vp(f) + vp(d) + 13(9)
(

= vy(cd) + v, (f) + vp(9).

Vp
Das ergibt die Behauptung.

Da f, g normiert sind, folgt v,(f), v,(g) <0, und fg ist ebenfalls normiert.
Da die Koeffizienten von fg sogar in R liegen, gilt v,(fg) = 0. Also liefert
die Gradgleichung

0=1,(fg) =rp(f) + vp(9),

und somit v,(f) = v,(g) = 0. Da dies fiir alle Primelemente p gilt, folgt, dass
in f und g keine echten Nenner auftreten konnen. Also gilt f, g € R[X]. O

Definition 3.24. Sei R ein faktorieller Ring. Ein Polynom f in R[X] heifst
primitiv, wenn v,(f) = 0 fiir alle Primelemente p € R gilt.
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Bemerkung 3.9.3. Ist f € R[X], so heift

c(f) =1

der Inhalt von f. Dabei lauft das Produkt iiber ein Représentantensystem
von Primelementklassen, mit genau einem Primelement in der Aquivalenz-
klasse beziiglich Assoziiertheit. Ein Polynom f ist genau dann primitiv,
wenn sein Inhalt 1 ist.

Lemma 3.9.4. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkdrper K. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(1) Ist g € R prim in R, so auch in R[X].
(2) Ist q € R[X] primitiv und prim in K[X], so ist ¢ schon prim in R[X].

(3) Jedes Polynom f # 0, f keine Finheit in R[X] ist ein Produkt von
Primelementen von R und von primitiven Polynomen in R[X], die
prim in K[X] sind.

Beweis. Zu (1). Wie wir im Beweis von Lemma [3.9.2 gesehen haben, ist
R/(q)[X] ein Integritdtsring, da ¢ prim in R ist. Der kanonische Ringho-
momorphismus

R[X]/(q) — R/(q)[X],

der r + qR[X] auf r 4+ ¢R abbildet fiir r € R, und [X] auf X, zeigt, dass
auch R[X]/(q) ein Integritétsring ist. Also ist das von ¢ erzeugte Ideal in
R[X] prim. Dann ist ¢ prim in R[X| wegen Lemma B.8.2.

Zu (2). Sei ¢ € R[X] primitiv und prim in K[X]. Seien f,¢g € R[X] mit
q | fg. Dann ist ¢ auch auch in K[X] ein Teiler von fg. Da ¢ prim in K[X]
ist, ist ¢ ein Teiler von f oder g in K[X]. Ohne Einschrinkung gelte ¢ | f,
d.h., es gibt ein h € K[X]| mit f = gh. Da ¢ primitiv ist und wegen Lemma
gilt

vp(h) = vp(qh) — vp(q)
= v,p(f) — vp(q)
=1p(f) = 0.
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Also ist h € R[X], siche Bemerkung [3.9.1] Insbesondere ist g ein Teiler von
f in R[X]. Somit ist ¢ prim in R[X].

Zu (3). Sei f # 0 in R[X]. Wir diirfen annehmen, dass f primitiv ist.
Ansonsten multiplizieren wir den groften gemeinsamen Teiler der Koeffizi-
enten von f aus und erhalten eine Zerlegung f = cg mit ¢ # 0 in R und
einem primitiven Polynom ¢ € R[X]. Da R faktoriell ist, besitzt ¢ eine
Primfaktorzerlegung in R, wenn es nicht eine Einheit ist. Nach (1) ist eine
solche Primfaktorzerlegung von ¢ auch eine in R[X]. Sei also f jetzt primitiv
mit deg(f) > 0. Der Ring K[X] ist als Hauptidealring iiber einem Korper
faktoriell. Aufgefasst als Element von K[X]| besitzt f somit eine Primfak-
torzerlegung der Form f = p; - - p, mit Primelementen p; € K|[X]. Indem
wir mit den Nennern der Koeffizienten dieser Polynome multiplizieren und
jeweils durch den groften gemeinsamen Teiler der entstehenden Koeffizi-
enten dividieren, erhalten wir ¢1,...,¢, € R\ 0 und primitive Polynome
Q- -5 qn € R[X] mit

f:__: .ql...qn’
C

wobei ¢ = é e ci Da f und alle g; primitiv sind, folgt aus Lemma [3.9.2

n

n

vp(c) = vp(f) — Z vp(4:)

1=1

=0

fiir alle Primelemente p in R. Also folgt ¢ € R. Da % = ¢ Cp, ist sogar
c € R*. Also ist

f:(CCh)"'QQ"'C]n

eine Faktorisierung der gewiinschten Form. [

Aus diesem Lemma erhalten wir insbesondere, dass jedes nicht-triviale
Element in R[X] eine Primfaktorzerlegung besitzt. Also ist R[.X] faktoriell.

Theorem 3.9.5 (Satz von Gauk). Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist
auch R|X] faktoriell.

Beispiel 3.9.6. Der Polynomring (Z[i])[X] ist faktoriell.
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In der Tat ist Z[i] Euklidisch, also ein Hauptidealring und ein faktorieller
Ring.

Korollar 3.9.7. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkiorper K und
sei f € R[X] ein primitives Polynom. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent.

(1) Das Polynom f ist prim in R[X].
(2) Das Polynom f ist irreduzibel in R[X].
(3) Das Polynom f ist prim in K[X].
(4) Das Polynom f ist irreduzibel in K[X].

Beweis. In faktoriellen Ringen sind die Begriffe prim und irreduzibel nach
Korollar B.8. 1Tl dquivalent. Der Ring R[X] ist in der Tat faktoriell nach
dem Satz von Gauss. Ebenso ist K[X] ein faktorieller Ring. Also gelten
(1) & (2) und (3) < (4).

(3) & (1): Das folgt aus Lemma 3.9.4] (2).

(1) < (3): Die Primfaktorzerlegung von f in R[X] besteht, wie wir gesehen
haben, aus Primelementen von R und primitiven Polynomen in R[X], die
prim in K[X] sind. Da f in R[X] prim ist, besteht diese Produktzerlegung
aus nur einem Faktor. Da f primitiv ist, ist f kein Primelement von R. Also
muf f ein Primelement von K[X] sein. O

Bemerkung 3.9.8. Sei R ein faktorieller Ring. Der Satz von Gaufs im-
pliziert induktiv, dass auch der iterierte Polynomring R[Xj, ..., X,] ein
faktorieller Ring ist. Hierbei ist R[ X7, Xo] = (R[X1])[X2], und

RIX1, ..., X4 = (R[X1, ..., Xi1))[Xu]

fir alle k& > 2.

3.10 Irreduzibilitatskriterien fiir Polynome

Kriterien, die in gewissen Féllen die Irreduzibilitdt von Polynomen zeigen,
sind unter anderem niitzlich wegen der folgenden Konstruktion von neuen
Korpern.
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Satz 3.10.1. Sei K ein Korper und f € K|[X] ein irreduzibles Polynom.
Dann st der Restklassenring

K[X]/(f)

ein Korper.

Beweis. Wegen Satz ist R = K[X] ein Hauptidealring. Aus Lemma
B.8 2 folgt, dass (f) ein maximales Ideal in R ist, da f irreduzibel ist. Wegen
Satz 3.6.2, Teil (2) ist der Restklassenring R/(f) deshalb ein Korper. O

Beispiel 3.10.2. Das Polynom X? + 1 ist irreduzibel in R[X]. Der Rest-
klassenring ist isomorph zu C,

R[X]/(X*+1)=C.

Die Auswertungsabbildung R[X] — C mit f — f(¢) ist ein surjektiver
Ringhomomorphismus, dessen Kern das Ideal ist, welches von dem Minimal-
polynom von i erzeugt wird, also von X? + 1. Hierbei ist R[X] Euklidisch,
also ein Hauptidealring. Deswegen folgt R[X]/(X? + 1) = C nach dem
ersten Isomorphiesatz.

Bemerkung 3.10.3. Im allgemeinen ist R[X]/(f) kein Korper, auch wenn
f irreduzibel in R ist. Es gilt Z[X]/(X) = Z, siehe Beispiel B.8.3], welches
kein Korper ist. Aber X ist irreduzibel in Z[X].

Theorem 3.10.4 (Nullstellenkriterium). Sei K ein Korper und f € K|[X]
mit deg(f) > 1. Hat f eine Nullstelle in K, so ist f reduzibel in K[X]. Hat
f Grad 2 oder 3, so ist f genau dann irreduzibel, wenn f keine Nullstelle

m K hat.

Beweis. Polynomdivision von f durch X — a ergibt f = ¢(X — a) + r mit
eindeutig bestimmten ¢,7 € K[X] und deg(r) < 1. Nach Voraussetzung
folgt 0 = f(a) = r und f = (X — a)q ist in K[X] reduzibel.
Fiir die zweite Behauptung nehme man an, f sei reduzibel. Also existieren
g,h € K[X] mit f = gh, und g, h sind nicht Null und keine Einheiten in
K[X]. Insbesondere ist deg(g) > 0 und deg(h) > 0. Wegen

deg(g) + deg(h) = deg(gh) = deg(f) € {2,3}
ist einer der beiden Grade gleich 1. Ohne Einschrinkung sei deg(g) = 1.
Also ist g = aX +b mit a # 0, und somit f(—b/a) = g(—b/a)h(—b/a) = 0.
Also hat f eine Nullstelle in K. ]
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Fiir Polynome von Grad n > 4 gilt die Aussage im allgemeinen nicht
mehr. So hat f = (2® + 1)? keine Nullstellen in R[X], ist aber reduzibel.

Korollar 3.10.5. Sei K ein Korper und f € K[X]| mit f # 0. Dann hat
f hochstens deg(f) Nullstellen in K.

Beweis. Sind aq, ..., a, Nullstellen von f, dann folgt induktiv aus der Po-
lynomdivision, dass

(X —ar)-- (X —an) | f

gilt, wobei der Fall n = 1 im Beweis von BI04 gezeigt wurde. Also gilt
n < deg(f). O

Bemerkung 3.10.6. Die Aussage von Korollar B.10.5 gilt auch fiir Polyno-
me in R[X], wobei R ein Integritétsring ist, aber nicht notwendig ein Korper.
Zwar muf dann R[X] kein Euklidischer Ring sein, aber die Polynomdivision
fiir normierte Polynome gilt in jedem Ring R, siehe Satz [3.5.3 Damit kann
man den Beweis mit Induktion auch fiir R[X| machen. Allerdings benotigt
man, dass R keine Nullteiler hat. Ist f(a) = 0 und f = (X — a)q + f(a)
mit b # a und f(b) = 0, dann hat man 0 = f(b) = (b — a)q(b) und man
mochte g(b) = 0 schliefen fiir den Induktionsschritt. In der Tat, wenn R
Nullteiler hat, so wird die Aussage falsch:

f=X*-1
hat 4 Nullstellen in R = 7Z/8Z.

Sei f ein reduzibles Polynom in R[X]. Dann hat man f = gh mit g, h €
R[X]. Im allgemeinen kann man nicht schliessen, dass deg(g) > 0 und
deg(h) > 0 gilt. Zum Beispiel ist [ = 2(X + 1) € Z[X] reduzibel, weil 2
keine Einheit ist. Ist f allerdings primitiv, also etwa ein normiertes Polynom,
so folgt die Aussage. Das werden wir im Beweis des folgenden Resultates
brauchen.

Theorem 3.10.7 (Reduktionskriterium). Sei R ein faktorieller Ring mit
Quotientenkorper K, p ein Primelement in R und 7: R[X] — R/(p)[X]
der von der kanonischen Projektion R — R/(p) induzierte Ringhomomor-
phismus. Sei f € R[X] ein Polynom vom Grad deg(f) > 0, dessen Leitko-
effizient nicht durch p teilbar ist. Dann gelten folgende Aussagen.
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(1) Ist f primitiv und w(f) in R/(p)[X]| irreduzibel, so ist f in R[X]
irreduzibel.

(2) Ist w(f) in R/(p)[X] irreduzibel, so ist f in K[X] irreduzibel.

Beweis. Zu (1): Angenommen, f ist reduzibel in R[X], d.h., f = gh,
wobei g, h € R[X] und weder f noch g ein Einheit ist. Da f primitiv
ist, konnen g und h keine Konstanten sein. Also gilt deg(f) > 0 und
deg(g) > 0. Dann ist das Produkt der hochsten Koeffizienten von ¢g und
h gerade der hochste Koeffizient von f. Da dieser nicht von p geteilt wird,
werden auch die hochsten Koeffizienten von g und h nicht von p geteilt. Denn
R und R/(p) sind Integrititsringe, so dass deg(gh) = deg(g) + deg(h) und

deg(m(g)m(h)) = deg(m(g))+deg(m(h)) gilt. Also ist deg(7(g)) = deg(g) >
0 und deg(w(h)) = deg(h) > 0 in R/(p)[X]. Wegen

m(f) = m(gh) = n(g)n(h)

ist also w(f) in R/(p)[X] reduzibel, Widerspruch. Also ist f irreduzibel in
R[X].

Zu (2): Wir konnen f = c- g schreiben, wobei ¢ € R der ggT der Koeffizien-
ten von f ist und ¢g dann primitiv ist. Da 7(f) irreduzibel in R/(p)[X] ist,
gilt das erst recht fiir m(g). Nach (1) ist g also irreduzibel in R[X]. Nach
Korollar B.9.7 ist g dann auch irreduzibel in K[X]. Da K ein Korper ist,
ist ¢ aber eine Einheit in K [X]. Also ist auch f irreduzibel in K[X]. O

Beispiel 3.10.8. Das Polynom f = —8X3 —4X + 1 € Z[X] ist irreduzibel
in Z|X] (und in Q[X]).

In der Tat, Reduktion modulo p = 3 in R = 7Z liefert das Polynom
m(f) = X? — X + 1 € F3[X], das keine Nullstelle in F3 hat. Also ist 7(f)
irreduzibel in F3[X] nach dem Nullstellenkriterium. Da f primitiv ist, folgt
die Behauptung aus dem Reduktionskriterium.

Man kann das folgende Kriterium anwenden, um zu sehen, dass gewisse
Polynome keine rationalen Nullstellen haben.

Satz 3.10.9 (Rationaler Nullstellentest). Sei f = a, X" +---+ a1 X +ag €
Z[X] ein Polynom vom Grad n und a = % eine rationale Nullstelle von f

mit ged(r, s) = 1. Dann gilt v | ag und s | a, in Z.
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Beweis. Wir diirfen annehmen, dass f primitiv ist, indem wir den ggT her-
ausziehen. Damit &ndert man nicht die Menge der rationalen Nullstellen und
die Teilbarkeitbedingungen gelten erst recht. Wegen f (g) = 0ist sX —rein
Teiler von f in Q[X]. Nach dem Lemma von Gauss ist dann f = (sX —r)g
mit einem primitiven Polynom g € Z[X]. Jedes Vielfache von sX — r in
Z[X] hat aber einen Leitkoeffizienten, der durch s teilbar ist, und einen
konstanten Term, der durch r teilbar ist, also insbesondere auch f. ]

Beispiel 3.10.10. Das Polynom f = 2X3 + X — 1 hat keine rationalen
Nullstellen.

Sei © eine Nullstelle von f. Dann gilt 7 | —1 und s | 2. Also sind die
potentiellen rationalen Nullstellen gerade +1 und :I:%. Doch keine davon ist
eine Nullstelle, wie man leicht ausrechnet.

Bemerkung 3.10.11. Das Reduktionskriterium ist zwar oft recht hilfreich,
hat aber auch seine Grenzen. Zum Beispiel ist das Polynom f = X* + 1
irreduzibel in Z[X], aber reduzibel iiber F), fiir jede Primzahl p.

Theorem 3.10.12 (Eisensteinsches Irreduzibilidtskriterium). Sei R ein
faktorieller Ring mit Quotientenkérper K und f = a, X"+---+a1 X +ag €
R[X] ein primitives Polynom vom Grad n. Sei p ein Primelement in R mit
p | ag,...an1 und pt a,, p* 1 ag. Dann ist f irreduzibel in R[X] und
K[X].

Beweis. Wegen Korollar B.9.7 geniigt es zu zeigen, dass f irreduzibel in
R[X] ist. Angenommen, f = gh ist reduzibel, mit g, h € R[X] und deg(g) >
0, deg(h) >0.Seig =bX"+---+byund h = ¢, X*+---4¢o mit b, cs # 0.
Es gilt

r+ s = deg(g) + deg(h) = deg(f) = n,

da R ein Integritédtsring ist. Wegen r, s > 0 folgt auch r, s < n. Wir haben
an = bycs und ag = bocg. Da p f a, folgt p 1 b, cs und da p* 1 ag teilt p genau
eines der Elemente by und ¢y. Ohne Einschrankung gelte p | by, p 1 co. Sei t
maximal mit der Eigenschaft, daf p | b; fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < ¢. Dann ist

a1 = beyico + (becy + - - -+ bocrr)

und jeder Summand in der Klammer ist durch p teilbar, aber nicht der Term
bii1¢o. Also ist a1 nicht durch p teilbar. Nach Voraussetzung geht das nur
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fiir £ +1 = n. Aber dann ist r = deg(g) > t + 1 = n, im Widerspruch zu
r<n. O]

Beispiel 3.10.13. Sei f = X" — p € Z[X] mit p prim und n > 1. Dann
ist firreduzibel in Z[X] und Q[X]. Insbesondere ist {/p irrational.

Das folgt aus Eisenstein mit der Primzahl p in Z. Manchmal kann man
Eisenstein nicht direkt anwenden, sondern erst nach einer Substitution X —
X + a. Eine echte Zerlegung von f(X) induziert eine von f(X + a) und
umgekehrt, also dndert sich an der Irreduzibilitat nichts.

Beispiel 3.10.14. Sei p ein Primzahl. Das Kreisteilungspolynom
XP—1
X -1

ist irreduzibel in Q[X].

=Xl 4 4 X +1eZ[X]

Hier konnen wir Eisenstein nicht direkt anwenden. Wir konnen aber zei-
gen, dass f(X + 1) irreduzibel ist, und daher auch f(X). Wir haben
(X+1)P—-1

X
1
= (X +1)P—1
(X 1y 1)

:Xp1+(p)Xp2+---+< P )
1 p—1

Hier kénnen wir Eisenstein mit der Primzahl p anwenden, da p | (}) fiir
kzl,...,p—lundpQJ[(pfl) = p gilt.

Bemerkung 3.10.15. Es gibt irreduzible Polynome in Z[X| wie etwa f =
X4+ 4+ 10X%2 4+ 1 oder f = X3 + X + 1, auf die man Eisenstein fiir keine
Translation anwenden kann.

FX+1) =

3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

Die elementare Zahlentheorie liefert Motivationen und ein reiches Beispiel-
material fiir die Algebra. Umgekehrt aber kann man auch viele klassische
Resultate der Zahlentheorie mit algebraischen Mittel kurz und elegant be-
weisen. Wir wollen in diesem Abschnitt einige dieser Resultate vorstellen.
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Definition 3.25. Sei R ein kommutativer Ring. Zwei Ideale I und J in R
heifen teilerfremd, wenn I + J = R gilt.

Die Definition ist dquivalent dazu, dass es ein @ € I und ein b € J gibt
mit a + b = 1. Fiir Ideale I und J gilt immer IJ C I N J, sieche Lemma
B.2.3, aber fiir teilerfremde Ideale gilt sogar IJ = I N J. In der Tat, sei
x € I'NJ. Da I und J teilerfremd sind, existieren ¢ € I und b € J mit
a+b=1 Danngiltr=x-1=za+zbelJ+1J=1J.

Fiir den Ring Z existieren m,n € Z mit [ = mZ und J = nZ, und es gilt
mZ + nZ = ged(m, n)Z, siche Beispiel B.24l Also sind die Ideale mZ und
nZ genau dann teilerfremd, wenn m und n teilerfremd sind.

Satz 3.11.1 (Chinesischer Restsatz). Seien I und J teilerfremde Ideale in
R. Dann definiert die Zuordnung x — (x + I,x + J) einen Ringhomomor-
phismus ¢: R — R/I x R/J, der einen Ringisomorphismus

R/IJ S R/I x R/J
induziert.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe, siche Bemerkung[3.2.9, gilt
R/ ker(y) = im(yp). Nach Konstruktion gilt ker(¢) = I'NJ. Da I und J
teilerfremd sind, folgt die Gleichheit IJ = I N J. Also gilt ker(yp) = I.J.
Wir zeigen nun, dass ¢ surjektiv ist, und deshalb auch im(p) = R/I x R/J
folgt. Seien =,y € R. Nach Voraussetzung gibt es a € I und b € J mit
a+b=1. Also ist

(ay+br)+I=bx+I=(ax+br)+I=x+1

und ebenso (ay + bx) + J = x + J. Also gilt p(bx + ay) = (x + [,z + J)
und ¢ is surjektiv. ]

Man kann den chinesischen Restsatz auch auf mehrere Faktoren ausdeh-
nen.

Theorem 3.11.2 (Chinesischer Restsatz). Seien I, ..., I, paarweise tei-
lerfremde Ideale in R. Dann ist jedes Ideal I; teilerfremd zu Hi# I; und
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es gilt [[7—y I; = NP_yI;. Die Zuordnung x — (x + I1,...,x + I,) defi-
niert einen Ringhomomorphismus ¢: R — R/I} X --- X R/I,, der einen
Ringisomorphismus

induziert.

Korollar 3.11.3. Seien myq, ... m, paarweise teilerfremde Zahlen und sei
m :=my ---my. Dann erhalten wir einen Ringisomorphismus

Z)mZ = L)miZ X - - X L/my, 7.

Sind xy,...x, € Z, dann hat das System von Kongruenzen x = x; mod m;
fir g =1,2,...,n genau eine Losung modulo m.

Beweis. Der Ringisomorphismus folgt direkt aus dem Theorem. Die Los-
barkeit der simultanen Kongruenzen bedeutet genau, dass die Abbildung
o 7 — Z/myZ X --- X Z/m,Z surjektiv ist. Also gibt es eine Losung
xr € Z und die Menge aller Losungen ist durch die zugehorige Nebenklas-
se x + Ni_ym;Z = x + mZ gegeben. Man kann eine Losung x aus dem
Beweis der Surjektivitdt von ¢ explizit konstruieren. Fiir alle j setze man
m; = WT Nach Voraussetzung sind m; und m teilerfremd. Deshalb ist
m;Z + m; '7Z = 1 und man kann (auch mit dem Eukhdlschen Algorithmus)

ganze Zahlen a; und b; finden mit a;m; + b; m = 1. Dann ist

n
_ o]
T = g ijjmj
j=1

die gesuchte Losung, die eindeutig ist modulo m. []

Beispiel 3.11.4. Das System von Kongruenzen x = 1 mod 2, x = 2 mod 3
und x = 3 mod 5 hat genau die ganzzahligen Losungen x € S = 23 + 30Z.

Man hat

m1:2,m2=3,m3:5,
$1:1,x2:2,$3:3,

m) = 15, my = 10, mj; = 6.

96



3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

Wegen

1:—7-m1+1-m'1,
1:—3-m2—i—1-m'2
1:—1m3+1mg

konnen wir b; = by = b3 = 1 wihlen. Dann ist

x:xlblmll +:C262m'2+x3b3m§
=1-1-154+2-1-10+3-1-6
= 53 = 23 mod 30.

Sei U(n) die prime Restklassengruppe, also die Gruppe der Einheiten des
Ringes Z/nZ, siche Bemerkung 2.3.4. Dann erhalten wir folgendes Resultat.

Korollar 3.11.5. Seien myq,...m, paarweise teilerfremde Zahlen und sei
m :=myq---my,. Dann erhalten wir einen Gruppenisomorphismus

U(m) = U(my) X -+ x U(my,).

Beweis. Ist R = Ry X --- X R, ein Ringisomorphismus, dann erhélt man

a)

einen induzierten Gruppenisomorphismus der Einheitengruppen U(R) =
U(Ry) x --- x U(R,,). Daher folgt die Aussage aus Korollar B.1T.3 O

Da [U(m)] = (m) und [U(my) x - x Ulm,)| = p(my) -+ p(ma), 50
folgt
p(ma---my) = o(ma) - p(my)

tiir paarweise teilerfremde Zahlen m;. Die Eulersche -Funktion ist also
multiplikativ. Wir haben

p(n)=1UM)| = > 1
e
Fiir Primzahlen p gilt ¢(p) = p— 1, und fiir Primzahlpotenzen gilt ¢(p°) =
p(1 — %), mit e > 1. In der Tat,
p-— (@) =|d: 1 <d<n,ged(n,p®) > 1|,

was genau der Anzahl der Vielfachen von p, zwischen 1 und p®, entspricht,

und das sind genau p¢ — p¢~t = p°(1 — ]lj) Vielfache.

97



3 Ringe

Korollar 3.11.6. Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 qilt
1
o(n)=n H 1-— )
pln

Beweis. Sei n = p{'---p* die Primfaktorzerlegung von n. Da ¢ multipli-
kativ ist, gilt

p(n) =) - o)

[

Definition 3.26. Sei d eine ganze Zahl, die teilerfremd zu n ist. Sei ord,,(d)
die Ordnung von d als Element in U(n). Dann heift d eine Primitivwurzel
modulo n, falls ord, (d) = ¢(n) gilt, also U(n) zyklisch ist.

Beispiel 3.11.7. Die Zahl 3 ist eine Primitivwurzel modulo 7. Fir n = 8
existiert gar keine Primitivwurzel.

In der Tat, modulo 7 gilt
31=3,32=2,3=6,3'=4,3"=5,3"=1.

Also hat 3 die Ordnung ¢(7) = 6, und U(7) is zyklisch, mit Erzeuger 3.
Allerdings ist auch 5 eine Primitivwurzel modulo 7. Fiir n = 8 ist U(8) =
{1,3,5,7} und (8) = 4. Allerdings ist 32 = 52 = 72 = 1 mod 8. Also gibt
es keine Primitivwurzel modulo 8. Die Gruppe U (8) ist nicht zyklisch. Sie
ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe Cy x (.

Satz 3.11.8. Ist U(n) zyklisch, so gibt es genau p(p(n)) Primitivwurzeln
modulo n.
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Beweis. Sei g ein erzeugendes Element von U(n). Dann hat ¢* genau dann
die Ordung |U(n)| = ¢(n), wenn ged(k, |U(n)|) = 1 gilt. Schreibt man
Uln) ={¢% g",...,g°" 1}, so trifft diese Bedingung genau fiir

e(IU)]) = ¢(p(n))
der auftretenden Exponenten k zu. O

Korollar 3.11.9. Sei p eine Primzahl. Dann ist U(p) zyklisch und es gibt
o(p(p)) = p(p — 1) viele Primitivwurzeln modulo p.

Beweis. Die multiplikative Gruppe des endlichen Korpers I, ist zyklisch,

siehe Satz .14l Das ist aber gerade die Gruppe U(p) = C,_;. Nach Satz
gibt es also ¢(p(p)) viele Primitivwurzeln modulo p. O

Eine natiirliche Frage ist, ob auch die Gruppen U(p) zyklisch sind, fiir
Primzahlpotenzen. Allerdings wissen wir schon, dass U(8) = U(2%) nicht,
zyklisch ist, siehe Beispiel B.11.7l Doch wir werden sehen, dass die Primzahl
2 hier eine Sonderrolle spielt. Fiir p > 2 sind tatséchlich alle Gruppen U (p°®)
mit e > 1 zyklisch. Zum Beweis brauchen wir einige Hilfsresultate.

Lemma 3.11.10. Sei p eine Primzahl und g eine Primitivwurzel modulo
p. Dann gilt entweder g"~! # 1 mod p? oder (g + p)?~! # 1 mod p?.

Beweis. Angenommen, die Aussage wiare falsch, d.h., wir hétten
@ t=1=(g+p)* ! mod p?.
Dann folgt aus dem binomischen Lehrsatz

p—1
1\ . ,
(g+p)P =g +pp—Dg" P+ (p Z. )p’gp‘l" mod p’
i=2
=g"" +p(p—1)g"* mod p,
da alle Terme in der letzten Summe durch p? teilbar sind. Zusammen mit
der Voraussetzung folgt, dass

p(p — 1)gp_2 = 0 mod p?,

und somit (p — 1)g?~2 = 0 mod p, also p | g" 2. Das ist ein Widerspruch,
da ¢?~2 eine Primitivwurzel modulo p ist. Also ist die Aussage des Lemmas
wahr. ]
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Beispiel 3.11.11. Fir p = 7 ist g = 3 eine Primitivwurzel modulo p mit
g* 1 =43 #£1 mod p*. Fiirp =29 ist g = 14 eine Primitivwurzel modulo
p mit g1 =1 mod p?, aber (g + p)P~! = 43%® = 59 # 1 mod p®.

Satz 3.11.12. Sei p > 2 eine Primzahl, g eine Primitivwurzel modulo p
mit g°~1 #Z 1 mod p?. Dann ist g eine Primitivwurzel modulo p° fiir alle
e>1.

Beweis. Wir zeigen zunéchst durch Induktion nach e > 2, dass gilt

g(p_l)pe_2 % 1 mod p°.

Fiir e = 2 ist das gerade die Voraussetzung des Satzes. Also ist der Induk-

tionsanfang gezeigt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt ¢~bP ;7é 1 mod
p°. Dann ist g~V = 1 + ap°~! fiir ein a € Z mit ged(a,p) = 1, weil
gD = g‘P(pe_l) = 1 mod p°~! nach Euler. Dann gilt
g = (L apt )
p (7
o e—1 2 2e—2 i,.(e—1)i
= 1+ pap +(2)ap —i—z;(z_)ap
1=
1
=1+ ap° I . 5 a’p*~! mod p°*!
=1+ap’,
denn (e —1)i > 3e —3 > e — 1 fiir i > 3, so dass die letzte Summe durch
p°t! teilbar ist, und weiterhin p?~! = 0 mod p°*! gilt, wegen e > 2. Aber

das zeigt wegen ged(p, a) = 1 den Induktionsschluss, ndmlich
g(p_l)pe_l % 1 mod pe+1

Sei nun r = ord,e(g). Nach Definition ist ¢" = 1 mod p®, also insbesondere
auch ¢" = 1 mod p. Daher ist 7 einerseits ein Teiler von p(p¢) = (p—1)p!
nach Euler, und andererseits p — 1 ein Teiler von r wegen ¢ ' = 1 mod p
nach dem kleinen Fermat (der aus Euler folgt). Insgesamt gilt daher

r e—1
— P
so dass p%l = o ist fiir ein & < e. Wir zeigen, dass k = e — 1 gilt.
Angenommen, k < e — 1. Nach Euler ist
g = gp’“(pfl) = g¥ 20" = 1 mod i
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Wegen k < e —1 gilt diese Kongruenz auch modulo p®. Wir kénnen gpk(pfl)

dann noch zur Potenz mit p®~2~* erheben und erhalten

PP =1 mod p~.

Das steht im Widerspruch zu unserer ersten Formel, die wir mit Induktion
bewiesen haben. Also folgt k£ = e — 1 und somit

ordye(g) =7 = (p—1)p" " = o(p).
Somit ist g eine Primitivwurzel modulo p°. ]

Korollar 3.11.13. Sei p > 2 eine Primzahl und e > 1. Dann ist U(p°®)
zyklisch.

Beweis. Es ist g eine Primitvwurzel modulo p genau dann, wenn g + p eine
ist. Fiir eine der beiden ist aber, wegen Lemma B.1T.10, die Voraussetzung
von Satz erfiillt. Also ist U(p®) zyklisch, mit entweder g oder g + p
als erzeugendes Element. n

Korollar 3.11.14. Sei p > 2 eine Primzahl und e > 1. Dann ist U(2p°)
zyklisch.

Beweis. Nach Korollar ist
U(2p°) = U(2) x U(p°) = U(p)
zyklisch. ]

Der Fall p = 2 ist wesentlich komplizierter. Wir stellen hier nur die Be-
weisideen zusammen, geben aber keinen vollstandigen Beweis. Die Gruppen
U(1) und U(2) sind trivial, wegen ¢(1) = ¢(2) = 1, und U(4) = C5 ist
zyklisch wegen ¢(4) = 2.

Satz 3.11.15. Fir alle e > 3 ist die Gruppe U(2°) nicht zyklisch. Genauer
qilt, dass
U(2°) = Cy X Cge-s.

Wir konnen nun unser Hauptresultat formulieren.

Theorem 3.11.16 (Gauk). Die Gruppe U(n) ist genau dann zyklisch, wenn
n von der Form p® oder 2p° ist, mit p > 2 prim und e > 1, odern =1,2,4
18t.
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Beweis. Ist n = pi'---p* die Primfaktorzerlegung von n, dann gilt nach
Korollar B.11.5] dass
U(n) = U(py") x - x U(p*).

Diese Gruppe ist genau dann zyklisch, wenn n nicht durch 8 teilbar ist
(ansonsten wére U(8) eine nicht-zylische Untergruppe), und die Zahlen
o(p1'), ..., p(py) paarweise teilerfremd sind. Da ¢(p®) gerade ist fiir al-
le ungeraden Primzahlen p, folgt die Behauptung, mit Korollar und
B.IT.14. O

Beispiel 3.11.17. Die Gruppe
U(360) = U(2°-3%-5)
>~ [J(2%) x U(3%) x U(5)
=0y x Oy x Cgx Cy
ist nicht zyklisch.

In der Tat, 360 ist durch 8 teilbar. Auch die Gruppe
U(45) = U(3%) x U(5) & Cg x Cy
ist nicht zyklisch, da ©(3%) = 6 und ©(5) = 4 beide gerade sind, also
ged(6,4) > 1 gilt.
Nun wollen wir auf quadratische Reste und das quadratische Reziprozitéits-

gesetz von Gaul eingehen, das zur Allgemeinbildung gehoren sollte. Als
Motivation konnen wir uns folgende Frage stellen:

Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z. Wie stellt man fest, ob die Kon-

gruenz x> = a mod p in Z losbar ist?

Anders gefragt, wann ist a ein Quadrat in Z/pZ?

Definition 3.27. Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z mit p { a. Dann
heikt a ein QR (quadratischer Rest) modulo p, wenn 22 = a mod p in Z
I6sbar ist, und andernfalls ein QNR (quadratischer Nichtrest).
Fiir ein beliebiges a € Z definieren wir das Legendre-Symbol wie folgt:

0 falls p | a,
(E) =41 falls a ein QR modulo p ist,
P —1 falls @ ein QNR modulo p ist.
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Ist a = b mod p, so folgt offensichtlich

5)-0)
p p)
Beispiel 3.11.18. Die QR modulo p = 11 sind a = 1,3,4,5,9, und die

QNR modulo 11 sind a = 2,6,7,8,10.

Dazu berechnet man einfach die Restklassen der Quadrate

2
12 22 p_l
gL gy 9

modulo p. Fiir p = 11 hat man ;%1 QR und ;%1 QNR. Das gilt immer:

Lemma 3.11.19. Seip > 2 eine Primzahl. Unter den Zahlen 1,2,...,p—1
qibt es genau p—;l quadratische Reste und p%l quadratische Nichtreste.

Beweis. Die Aussage ist equivalent dazu, dass es in [} genauso viele Qua-
drate wie Nichtquadrate gibt. Dazu betrachten wir die Abbildung

. TEX X
q: F, = F,

a s a’.

Thre "Fasern"q~!({c}) haben entweder null oder zwei Elemente: da F, null-
teilerfrei ist, also a? = b? gleichwertig mit (a+b)(a—b) = 0 ist, also b = =a.
Ist a # 0, so gilt a # —a wegen p # 2. Also haben die nichtleeren Fasern

stets zwel Elemente a und —a. Deshalb ist
_FT_p—1

2 2
Daraus folgt die Behauptung,. ]

im(q)|

Bemerkung 3.11.20. Eine kurze und schone Zusammenfassung der obigen
Aussage ist folgende Formel:

> (%) -0

a=0

Satz 3.11.21 (Euler). Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt fir a € Z

(ﬁ) = 4"T mod p.
p

Diese Kongruenz bestimmt das Legendre-Symbol eindeutig.
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Beweis. Fiir p | a sind beide Seiten Null. Wir konnen also p 1 a anneh-
men. Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt a?~! = 1 mod p. Mit anderen
Worten, es gilt

pl (@t =1)= (a7 —1)(@7T +1).
Da p prim ist, folgt a'7 = +1 mod p. Ist a ein QR modulo p, dann gibt es
ein b € Z mit a = b*> mod p, und es folgt T = l=1= (%) mod p,

und was die Behauptung ist. Das Polynom f(z) = 2" — 1 hat in F,

hochtens p%l Nullstellen. Die Restklassen [a] fiir QR a tragen aber nach

Lemmal3.1T.T9schon ;%1 Nullstellen bei. Also folgt fiir jeden QNR a modulo
p, dass a'T % 1 mod p ist, also ' = —1 mod p gilt. Wegen (%) = —1
liefert das die Behauptung.

Die Eindeutigkeit des Legendre-Symbols folgt daraus, dass 0,1, —1 wegen
p > 2 in verschiedenen Restklassen modulo p liegen. O]

Korollar 3.11.22. Sei p eine ungerade Primzahl. Fiir a,b € Z qilt

() -G G)

Beweis. Nach Satz BIT.2T] gilt
(a_b) = (ab)]%1 —aT T = (9) (é) mod p.
p p p

Also ist die Abbildung x: U(p) — {1,—1}, a — (%) ein Gruppenhomo-

]

morphismus. Man kann dieses Resultat zum Beispiel auch benutzen, um zu
zeigen, dass das Produkt von zwei QNR ein QR ist.

Korollar 3.11.23. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt
(—1) iy 1)p_-1_ 1 falls p = 1 mod 4,
p/) -1 falls p = 3 mod 4.
Beweis. Nach Satz B.IT.2T gilt
—1 p-1
(—) = (—1)2 mod p.

p
Da aber beide Seiten den Wert 41 haben, folgt die Gleichheit. []
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3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

Diese Aussage wird auch oft als FErster Erginzungssatz zum Quadrati-
schen Reziprozititsgesetz bezeichnet. Der zweite Ergdnzungssatz besagt das
folgende.

Satz 3.11.24. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt
(2) _( 1)% 1 falls p = £1 mod 8,

p) -1 falls p = 3 mod 8.
Das Quadratische Reziprozititsgesetz besagt folgendes.

Theorem 3.11.25 (QRG). Seien p und q verschiedene ungerade Primzah-
len. Dann gilt

Falls p = 1 mod 4 oder ¢ = 1 mod 4 ¢ilt also (g> = (%’), und falls p =

p
g =3 mod 4 gilt (%) :—(]é).

Gauk hat fiir dieses Theorem als Erster einen vollstdndigen Beweis gege-
ben. Er findet sich in seiner Schrift Disquisitiones Arithmeticae von 1801.
Insgesamt fand er acht verschiedene Beweise. Sei p eine ungerade Primzahl.
Wir setzen zur Abkiirzung

()
pr={(—]"p
p

Dann gilt stets p* = 1 mod 4, und das QRG is dquivalent zu der Aussage

(0)-()

Definition 3.28. Sei p eine ungerade Primzahl und ( = e . Fira € Z

heifst
p—1 ] .
=y () i e 7]
— \p
J
eine Gauf-Summe zur Primzahl p. Sie ist ein Element in dem Ring Z[(].

Fiir a = 1 schreiben wir ¢g; = g.
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Lemma 3.11.26. Sei p eine ungerade Primzahl und a € 7.

(1) Es gilt
-1
pz:caj _ 0 fallsp1a,
pars p falls p| a.

(3) ¢ =p".
Beweis. (1): Fiir p | a gilt (* = 1, also ist die Summe gleich p- 1 = p. Fiir
ptaist ¢*# 1 und es folgt

-1

3

=" anﬂ

¢ (Z caj> ~0.

Da der erste Faktor nicht Null ist, muss es der zweite sein.

(2): Fiir p | @ ist

C =

TM@

<.
I
jen}

also

SR

J=0

nach Bemerkung[3.11.20. Da dann auch (%) = 0 gilt, folgt die Behauptung.

Wir konnen also p 1 @ annehmen. Also gibt es ein b € Z mit ab = 1 mod p,
also ein inverses Element zu a in der Gruppe U(p). Also ist

=()=G)=6)6)
p p p)\p)’
aber in Z kann man nur 1 = 1 -1 oder 1 = (—1) - (—1) haben. Also

gilt (%) = (%) Mit j durchlauft auch by alle Restklassen modulo p, also

erhalten wir

EQe-Ee- O -6)s

Q
<
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3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

(3): Wegen (2) gilt

p—1 p—1 a 2 p— a 2
> g= (—) 7 =9 (—) =¢*(p—1).
p p

a=0 a=0

p— (o) 0 fallsptj+Ek,
s p fallsp|j+k.

a=0 a=0 j,k=0
p—1 . p—1
— (ﬁ Ca(ﬁk)
7,k=0 p a=0
-1
R (—f
= — D
=0~ P
—1
=(p-1) (—) p.
p
Zusammen folgt
Flp—1) = (-1,
und somit g% = p*. ]

Nun konnen wir das QRG beweisen:

Beweis von Theorem BI1.25: Sei I = (q) das von g erzeugte Ideal in Z[(].
Mit (3) gilt dann modulo [
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Zusammen folgt (%) g = (%) g mod I. Nach Multiplikation mit g und

wegen g2 = p*, was wir kiirzen kénnen, da p und ¢ teilerfremd sind, erhalten

0)+(2) w0

Da aber ¢ keine Einheit ist in Z[(] und zudem 2 ¢ (q), da ¢ ungerade ist,
folgt daraus die sogar Gleichheit in Z. []

WI1r

Mit dem QRG kann man nun das Legendre-Symbol leicht ausrechnen.

Beispiel 3.11.27. Es gilt (1) = —1.

Wir haben nédmlich, da 109 = 1 mod 4 ist,

()= (7)-) - () 7) -

Eine weiteres Thema der Zahlentheorie sind Summen von Quadraten. Mit
den Eigenschaften des Ringes Z[i], der ganzen Gausschen Zahlen, konnen
wir genau beschreiben, wann eine natiirliche Zahl die Summe von zwei Qua-
dratzahlen ist. Den folgenden Satz haben wir in den Ubungen bewiesen:

Satz 3.11.28. Der Ring Z[i] ist ein Euklidischer Ring mit der Normfunk-
tion

N(a + bi) = (a4 bi)(a — bi) = a® + b*.
Fiir a, B € Z[i] gilt N(aB) = N(a)N(B). Folglich ist Z[i] auch ein Haupt-

idealring und ein faktorieller Ring.

Mit dem Euklidischen Algorithmus kann man daher einen gg'T' berechen.
Zum Beispiel ist 5 + 47 ein grofster gemeinsamer Teiler von 41 und 32 + <.
Wegen N (5+4i) = 52+ 42 = 41 ist die Primzahl 41 also die Summe zweier
Quadratzahlen. Wir wissen auch schon, dass

Zli)* ={1,-1,i,—i}
die Einheiten des Ringes Z[i] sind. Hier ist € € Z[i] genau dann eine Einheit,

wenn N(g) = 1 gilt. Das folgende Lemma behandelt Primelemente in Z[1].
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3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

Lemma 3.11.29. Sei w € Z[i]. Ist N(7) eine Primzahl, dann ist ™ ein
Primelement in Z[i]. Ist umgekehrt m ein Primelement, so gibt es eine
Primzahl p mit p | @ und N (=) ist p oder p*. In letzterem Fall gilt m ~ p
in Z[1] und es gibt keine Elemente der Norm p in Z][i].

Beweis. Ist N () eine Primzahl, so ist die Norm nicht 1. Also ist 7 keine
Einheit und von Null verschieden. Da Z[i] ein Hauptidealring ist, ist 7 prim
genau dann wenn es irreduzibel ist. Wir zeigen, dass 7 irreduzibel ist. Dazu
sei m = af eine Faktorisierung in Z[i]. Dann folgt N(7) = N(a)N(5). Da
N(7) eine Primzahl ist, muss entweder N(a) = 1 oder N(5) = 1 gelten.
Also ist entweder a oder § eine Einheit und 7 ist irreduzibel, beziehungs-
weise prim.

Sei umgekehrt 7 ein Primelement in Z[i]. Dann ist 7 # 0 und keine Ein-
heit, so dass n = 7w = N(mw) > 1 ist. Dann ist n ein nicht-leeres Produkt
von Primzahlen in Z. Da 7 prim ist, muss 7 einen der Primfaktoren von n
teilen. Sei p dieser Primfaktor, also 7 | p. Es folgt N () | N(p) = p?, und
somit gibt es zwei Méglichkeiten. Entweder ist N () = p oder N(m) = p2.
Im zweiten Fall schreibe man p = ma mit einem « € Z[i]. Dann folgt

p* = N(p) = N(7)N(a) = p’N(a),

also N(a) = 1. Also ist « eine Einheit und deshalb m ~ p. Angenommen,
es gibt ein o € Z[i] mit N(o) = p. Dann folgt auch o | p, so dass p nicht
irreduzibel, also auch nicht prim ist. Das ist ein Widerspruch, denn mit 7
ist auch p prim in Z[i]. Also gibt es kein Element der Norm p in Z[i] im
zweiten Fall. ]

Bevor wir die Primelemente von Z[i] genau beschreiben kénnen, brauchen
wir noch ein Lemma.

Lemma 3.11.30. Sei p eine Primzahl der Form p = 4k + 1. Dann gibt es
einu € 7Z mitp | u®+ 1.

Beweis. Wegen Korollar B.11.23ist —1 genau dann ein quadratischer Rest
modulo p, wenn p = 1 mod 4 gilt. Das ist hier der Fall. Also gibt es ein
u € Z mit u?> = —1 mod p, also mit p | u* + 1. O

Der folgende Satz beschreibt alle Primelemente des Ringes Z[i].
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Satz 3.11.31. Ein Reprasentantensystem der Primelemente in Z[i] bis auf
Assozierte ist gegeben durch folgende Elemente:

(1) 1414,
(2) q, fir jede Primzahl ¢ = 3 mod 4,

(3)m = a4+ bi und T = a — bi, fir jede Primzahl p = 1 mod 4 mit
p=a’+b und 0 < a < b.

Beweis. Nach Lemma [B.11.29 teilt jedes Primelement 7 von Z[i] eine Prim-
zahl p, und es gilt dann entweder N (7) = p oder m ~ p. Wir betrachten die
moglichen Primzahlen p je nach ihrem Rest bei Division durch 4.

1. Fall: p = 2 mod 4. Das bedeutet p = 2. Der zweite Fall von Lem-
ma kann nicht auftreten, da es Elemente der Norm 2 gibt, ndm-
lich genau die vier Elemente m = +1 &£ ¢. Sie sind alle zueinander assozi-
iert, und wir konnen eines als Reprasentant auswahlen. Man beachte, dass
2 = (1414)(1 —1i) eine echte Faktorisierung ist, und daher 2 nicht prim und
nicht irreduzibel ist.

2. Fall: ¢ =3 mod 4. Es gibt in Z[i] keine Elemente der Norm ¢, weil die
Norm die Summe zweier Quadrate ist, also kongruent 0, 1,2 modulo 4 ist,
aber nicht kongruent 3 modulo 4. Da ein nicht-trivialer Teiler von ¢ in Z][i],
also keine Einheit und nicht zu q assoziiert, die Norm ¢ haben miisste, ist ¢
irreduzibel und damit prim. Nach Lemma sind alle Primteiler von
q in Z[i] zu q assoziiert.

8. Fall: p=1 mod 4. Nach LemmaB.IT.30 gibt es ein v € Z mit p | u?+1.
Da p ein Teiler von u?+1 = (u+1)(u—1), aber nicht von w4, kann p nicht
prim in Z[i] sein. Also gibt es einen Primteiler 7 = a 4 bi von p, und nach
Lemma gilt p = N(m) = a* + b?, also p = (a + bi)(a — bi) = 77.
Durch eventuelles Andern der Vorzeichen oder Vertauschen von a und b
konnen wir 0 < a < a erreichen. Da p ungerade ist, ist |a| # |b|. Da
N(m) = N(7) = p prim ist, sind 7 und 7 beide prim in Z[i]. Wegen p = 77
sind alle Primteiler von p entweder zu 7 oder zu 7 assoziiert, die wiederum
nicht zueinander assoziiert sind (die Assoziierten von 7 sind a + bi, —b+ ai,
—a —bi, b— ai).

Ist also 7 ein Primelement in Z[i], dann ist 7 ein Teiler einer Primzahl p, und
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3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

jeder Primteiler in Z[i] einer Primzahl ist zu genau einem der aufgelisteten
Primelemente assoziiert. Damit sind wir fertig. [

Der Satz hat ein schones Korollar {iber die Summe von zwei Quadratzah-
len.

Korollar 3.11.32. Sei p eine Primzahl mit p = 1 mod 4. Dann gibt es
eindeutig bestimmte a,b € Z mit 0 < a < b, und p = a® + b.

Beweis. Die Existenz von ganzen Zahlen a,b mit p = a® + b* folgt aus
p = N(m) = a® + b? wie oben im Satz. Wir zeigen noch die Eindeutigkeit.
Es gelte auch p = ¢?+d? mit 0 < ¢ < d. Mit 7 = c+di gilt dann 7 | p. Dann
hat man m ~ a + bi oder m ~ a — bt aus dem obigen Satz. Das bedeutet,
dass sich ¢, d von a, b nur durch Vorzeichen oder Reihenfolge unterscheiden
konnen. Durch die Bedingung 0 < ¢ < d werden aber sowohl die Vorzeichen
als auch die Reihenfolge eindeutig festgelegt. Also folgt (¢, d) = (a,b). O

So ist etwa 5 = 12 4+ 22, 13 = 22 + 32, oder 17 = 1% 4 42. Allerdings
ist p = 7 nicht die Summe zweier Quadratzahlen, und noch nicht einmal
die Summe dreier Quadratzahlen. Dann braucht man 4 Quadrate, ndmlich
7 = 12 + 12 + 12 + 22. Das Korollar heifit auch Zwei-Quadratesatz fiir
Primzahlen, und wurde von Pierre de Fermat formuliert und bewiesen. Der
allgemeine Zwei-Quadratesatz lautet wie folgt.

Theorem 3.11.33 (Zwei-Quadratesatz). Eine natirliche Zahl n > 1 ist
genau dann die Summe zweier Quadratzahlen, wenn in threr Primfaktor-
zerlegung jede Primzahl g der Form 4k + 3 mit geradem Exponenten (auch
der Exponent Null ist gerade) auftritt.

Beweis. Wegen N (a + bi) = a®> + b? ist die Menge der darstellbaren Zahlen
n gerade {N(a) | 0 # «a € Z[i]}. Wegen der Multiplikativitdt der Norm
und weil Z[i] faktoriell ist, erhalten wir als Werte gerade alle Produkte von
Normen N(7) von Primelementen 7. Diese Normen sind 2, und p fiir alle
Primzahlen p = 1 mod 4 und ¢? fiir alle Primzahlen ¢ = 3 mod 4. Aber n
ist genau dann ein Produkt solcher Normen, wenn die Primzahlen ¢ in der
Primfaktorzerlegung von n mit geradem Exponenten vorkommen. O

Demnach ist 7 nicht die Summe zweier Quadratzahlen, 49 aber schon,
namlich 49 = 0% + 72. In diesem Zusammenhang wollen wir die sogenannte
Brahmagupta-Identitit erwéihnen.
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Satz 3.11.34. Fiir a,b,c,d € Z qilt die Identitdt
(a* +b*)(c* +d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)?.
Beweis. In Z[i] gilt
(a +bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Nimmt man die Norm auf beiden Seiten, und wendet die Multiplikativitat
der Norm an, so erhélt man die Identitét. ]

Zum Beispiel ist (1% + 4%)(2% + 7%) = 26% + 15%

Wie steht es mit der Darstellbarkeit von n als Summe von mehr als zwei
Quadraten? Hier gibt es einen berithmten Satz von Lagrange. Er besagt,
dass man jede natiirliche Zahl n als Summe von wvier Quadraten schreiben
kann, also n = a? + b? + ¢ + d? gilt. Fiir den Beweis sind einige Vorberei-
tungen notig. Zunéachst sei

S:={a®+V+*+d*|ab,cdecZ}

Wir brauchen nun den Ring H der Quaternionen, den Hamilton entdeckt
hat. Dieser ist ein 4-dimensionaler R-Vektoraum mit Basis {1, 4, j, k}, der
mit einem Algebraprodukt (Ringprodukt) versehen ist, das man nur auf
der Basis definieren muss. Die Multiplikation H x H — H, (z,y) — xy ist
R-bilinear und erfiillt die Distributivgesetze. Die 1 ist das Einselements des
Ringes, und die restlichen Produkte auf der Basis sind gegeben durch

2= 2= k= 1,
1) =k, jk =1, ki = j,
ji = —k, kj = —i, ik = —J.
Fiir eine Quaternion o = a + bt 4+ ¢j + dk denifiert man die konjugierte

Quaternion durch
a=a—b—cj—dk.

Definition 3.29. Die Norm einer Quaternion o« = a + bi + ¢j + dk is
definiert als
N(a) = aa = a* +b* + & + d*
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Die Konjugation ist ein bijektiver Anti-Ringhomomorphismus, d.h., es gilt
af = fa. Die Norm ist multiplikativ, wegen

N(aB) = afaB = affia = aN(B)a = a@N(8) = N(a)N(8).
Es ist leicht zu sehen, dass U(H) = H \ 0 ist. In der Tat, fiir v # 0 gilt

1
a = Q.

N(a)

Damit ist H fast ein Korper, wie C. Allerdings ist die Gruppe (H*, -) nicht
kommutativ (wegen ij = —ji etc.).

Definition 3.30. Der Unterring Zy = {a + bi + ¢j + dk | a,b,c,d € Z}
von H heifit der Ring der ganzzahligen Quaternionen.

Es gilt S = N(Zg). Nun kénnen wir folgendes Lemma beweisen.

Lemma 3.11.35. Die Menge S ist multiplikativ abgeschlossen. Das bedeu-
tet, fiir m,n € S gilt auch mn € S.

Beweis. Seien m,n € S. Dann gibt es o, € Zyg mit N(a) = m und
N(B) =n. Also ist mn = N(a)N(B) = N(ab) € S. O

Damit reduziert sich der Beweis, dass alle n € N sich als Summe von vier
Quadraten darstellen lassen auf Primzahlen. Wir konnen fiir das Lemma
auch eine explizite Formel ableiten, ndmlich aus der Gleichung N (a)N(3) =

N(ap).
Korollar 3.11.36. Fir a,b,c,d € Z und w,z,y,z € Z qilt
(@ + 0+ & + &) (w* + 2° +y° + 2°) = (aw + bx + cy + dz)
+ (—az + bw — cz + dy)*
+ (—ay + bz + cw — dx)?
+ (—az — by + cx + dw)*.

Wir brauchen ein Lemma, analog zum Lemma [3.11.30 fiir den Beweis des
Zwei-Quadratesatz.

Lemma 3.11.37. Seip eine Primzahl. Dann gibt es u,v € Z mit u>+v* =
—1 mod p und |ul, |v| < 5.
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Beweis. Fiir p = 2 konnen wir 4 = 0 und v = 1 nehmen. Sei also p > 2. Wir
wollen u, v € [F), finden mit u?+v? = —1, also mit u?> = —1—v%. Die Menge
{v? | u € F,} hat genau 22+ Elemente. Um das einzusehen, betrachten wir
die Abbildung ¢: F, — F,, u + u?. Thre Fasern sind entweder leer, haben
ein Element (das passiert genau fiir 0), oder zwei Elemente v und —u (denn
2? = a® impliziert = +a in F,). Hier sind v und —u verschieden, da
p > 2 ist. Also werden die p — 1 Elemente von F auf ;%1 Werte abgebildet
werden. Zusammen mit dem Wert 0 folgt also, dass die obige Menge genau
p—gl Elemente hat. Da a — —1 — a eine Bijektion ist, hat auch die Menge
{-1—2%| v € F,}, genau 2 Elemente. Da aber ZH + 221 > p und F,

nur p Elemente hat, gilt nach dem Schubfachprinzip, dass
(W |ueF,}n{-1-v|veF,}#0

Das bedeutet, es gibt u, v € F, mit u* = —1 —v?. Es gibt also ganze Zahlen
w,v € Z mit u® +v? =
betragsméssig kleinsten Reste modulo p erstetzen, ohne die Klasse modulo

—1 mod p. Wir kénnen dabei v und v durch ihre

p zu dndern. Dann hat man auch |ul, [v| < §. O

Ein ganz ahnlicher Beweis zeigt auch, dass es fiir jedes a € ), Elemente
u,v € F, gibt mit u? + v? = a. In F, sind also alle Elemente die Summe
zweier Quadrate. Nun konnen wir den Satz von Lagrange beweisen.

Satz 3.11.38 (Lagrange 1770). Jedes n € N kann man in der Form
n=a+b+c+d

mit a,b,c,d € Z schreiben.

Beweis. Da die Menge S = N(Zy) multiplikativ ist, geniigt es zu zeigen,

dass jede Primzahl p in S liegt. Fiir p = 2 haben wir 2 = 0% + 0% + 12 + 12.

Sei also p > 2. Nach Lemma B.I1.37 gibt es u,v € Z mit |ul, |v| < § und
p| 12 4+ u? + v?. Also gibt es ein m mit 0% 4+ 12 + u? +v?> = mp € S, und

l<m< 1+ (p/2)° + (p/2)° <

p

Wir konnen also jedenfalls ein Vielfaches von p als Summe von vier Qua-
draten schreiben. Sei nun m > 1 minimal mit mp € S. Wir miissen m = 1
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zeigen. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch und nehmen an, dass
m > 1 gilt. Sei « = a+bi+cj+ dk € Zy mit N(«) = mp. Wir betrachten
8 =A+ Bi+ Cj+ Dk modulo k, indem wir A, B,C, D € Z wahlen mit
|Al,|B|,|C|,|D| < %, und mit 8 =@ mod m, also mit

A=a, B=-b, C=—c, D= —dmodm.
Dann haben wir
N(B) =A*+ B>+ C*+ D* < 4-(m/2)* = m?,
N(B)=a*+b*+c +d* = N(a) = 0 mod m.
In der Ungleichung kann aber keine Gleichheit gelten. Denn sonst muss m =

2r gerade sein, und A, B,C, D = £r. Dann ist auch a, b, c,d = r mod 27,
und a, b, ¢, d sind alle durch r teilbar. Dann kann man

a=rd,b=rbt,c=rd,d=rd
schreiben, mit a’, V', ¢, d’ ungerade. Dann ist
mp = a’> +b* + & +d* =r*((d) + (V) + ()* + (d)?)

durch m? = 4r? teilbar, weil (a’)?,...(d')? ja kongruent 1 modulo 4 sind.
Aber m? | mp ist ein Widerspruch, da m wegen 1 < m < p kein Teiler
von p ist, da p prim ist. Ebenso folgt, dass A, B, C, D nicht alle Null sein
konnen. Die Kongruenz oben fiir N(f3) ist

A4+ B+ C*+D*=d®>+ vV 4+ +d* = 0mod m,
und es gilt A% 4+ B2 4+ C? + D? = mm/ mit 0 < m’' < m. Die Fille m' = m
und m’ = 0 haben wir gerade ausgeschlossen. Nun ist
(a* +b* + ¢ + d°)(A* + B* + C* + D?)
= (aA —bB — cC — dD)?
+ (aB +bA + ¢D — dC)?
+ (aC + cA — bD + dB)?
+ (aD + dA + bC — ¢B)*.

m*m/p =

Die vier Quadrate auf der rechten Seite sind alle durch m? teilbar, weil
der Ausdruck in jeder Klammer durch m teilbar ist. Also erhalten wir eine
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Darstellung von m’p als Summe von vier Quadraten, also m’ € S mit m' <
m. Das ist ein Widerspruch zur Minimalitat von m. Also folgt m = 1 und
wir sind fertig. ]

Was kann man iiber ganze Zahlen n sagen, die als Summe von dre; Qua-
draten darstellbar sind?

Theorem 3.11.39 (Gauk). Fine positive ganze Zahl n ist genau dann von
der Form n = a® 4+ b*> + ¢ mit a,b,c € Z, wenn n nicht von der Form

4"(8k +7)
mit ganzen Zahlen k,m > 0 ist.

Zum Beispiel ist n = 15 sehr wohl von der Form 8k + 7, und m = 0.
Und in der Tat, 15 ist nicht die Summe dreier Quadrate, wie man leicht
nachpriift.

Der Satz ist viel schwerer zu beweisen, als der Zwei- und Vier-Quadrate
Satz. Ein Grund ist, dass die Menge S = {a®> + b* + ¢? | a,b,c € Z} hier
nicht multiplikativ abgeschlossen ist. Esist 3,5 € S, wegen 3 = 12 +12 412
und 5 = 02 4 12 + 22, aber 15 = 3 -5 ¢ S. Weiterhin kann man erwihnen,
dass nur eine Richtung schwierig ist. Wenn n von der Form 4™ (8k + 7) ist,
zeigt eine Betrachtung modulo 8 recht schnell, dass n nicht die Summe von
drei Quadraten sein kann. Fiir die anspruchsvolle Richtung kann man die
Theorie bindrer quadratischer Formen verwenden.
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