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1 Einleitung

Die Vorlesung Algebra ist Bestandteil des Bachelor-Studiengangs in Mathe-
matik der Universitit Wien. Es stellt den Kernpunkt der Ausbildung im
Bereich der Algebra im Bachelorstudium dar. Aufbauend auf Vorkenntnisse
aus linearer Algebra und Zahlentheorie werden die Studierenden mit dem
abstrakt-strukturellen Zugang zur Algebra vertraut gemacht. Die Studie-
renden erhalten eine fundierte Ausbildung auf den zentralen Teilgebieten
der Algebra.

Das Wort Algebra kommt aus dem Arabischen - al-gabr - das Zusammen-
fiigen gebrochener Teile, und bezeichnet das Rechnen mit Gleichungen in
Unbekannten. Als Begriinder der Algebra gilt der Grieche Diophantos von
Alexandria, der wahrscheinlich zwischen 100 v. Chr. und 350 n. Chr. leb-
te. Sein 13 Bande umfassendes Werk Arithmetica ist das dlteste bis heute
erhaltene, in dem Gleichungen in Unbekannten verwendet werden. Bei Glei-
chungen geht es hauptséchlich um Polynomgleichungen wie etwa

¥ —4r+2=0

in einer Unbekannten x. Allerdings kann man auch mehrere Unbekannte
betrachten, wie etwa
y* = 2° — 362.

Diese Gleichungen sollen in gewissen Zahlbereichen gelost werden. Das sind
oft Korper wie R oder C. Es konnen aber auch ganzzahlige Losungen ge-
meint sein. Fiir Z oder Q spricht man von Diophantischen Gleichungen,
und das ist ein Zweig der Zahlentheorie. Sind die Exponenten hochstens 1,
spricht man von linearen Gleichungen, oder linearen Gleichungssystemen,
die in der linearen Algebra behandelt werden. Lineare und quadratische
Gleichungen in einer Variablen sind leicht zu losen. Interessanter wird es
aber schon bei kubischen Gleichungen. Es bedurfte schon einiger Anstren-
gungen, um auch nur eine Losung in einem Spezialfall zu finden. Das gelang



1 Finleitung

Tartaglia im Jahr 1535 mit der Gleichung
2+ ar =0,

mit reellen Zahlen a,b > 0. Er zeigte, dass

R (ORERE (R OO

eine reelle Losung ist. Cardano konnte 1545 die allgemeine kubische Glei-
chung 23 + az? + bx 4 ¢ = 0 auf den obigen Fall 23 + pz + ¢ = 0 reduzieren
und fand Losungsformeln, mit Ferrari auch fiir Grad 4. Er motivierte damit
auch die Einfiihrung komplexen Zahlen.

In der Neuzeit wurde die Theorie der Gleichungen weiter ausgebaut, durch
Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange und insbesondere auch durch Carl
Friedrich Gaufs , der 1799 den Fundamentalsatz der Algebra bewies: jede
Polynomgleichung

apx" + - -a1x +ag =0

vom Grad n > 1 besitzt genau n Losungen in den komplexen Zahlen.

Um 1830 entwickelte Evariste Galois (1811-1832) die Galoistheorie. Diese
kann als der Beginn der modernen Algebra verstanden werden. Galois und
unabhéngig Niels Henrik Abel 16sten das lange offene Problem der Losung
algebraischer Gleichungen von hoherem als viertem Grad, wobei man unter
Losung damals die Darstellung durch die tiblichen Rechenoperationen und
Wurzelausdriicke (Radikale genannt) verstand, indem sie zeigten, dass dies
ab dem fiinften Grad im Allgemeinen nicht mehr moglich ist (Satz von Abel-
Ruffini). Von Galois stammen in diesem Zusammenhang die Anféinge der
Gruppentheorie, vor allen Dingen Permutationsgruppen, und Korpertheo-
rie, also endliche Korper, auch Galois-Felder genannt, und Korpererweite-
rungen. Natiirlich kamen dann auch viele weitere algebraische Strukturen
hinzu, oft motiviert aus der Zahlentheorie oder Geometrie und anderen Be-
reichen.

Notationen: Mit N bezeichnen wir die natiirlichen Zahlen 0,1,2,.. ..
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