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Einleitung

Lie Algebren treten in vielen Teilgebieten der Mathematik und der mathematischen Physik
auf, etwa in der Differentialgeometrie, Zahlentheorie, Kombinatorik und Quantenfeldtheorie,
um einige wenige Beispiele zu nennen. Urspriiglich wurden Lie Algebren als “infinitesimale
Gruppen” von Lie Gruppen bezeichnet. Erst Weyl fiihrte in den 20er Jahren den Begriff einer
Lie Algebra ein, auf Vorschlag von Jacobson. In der Tat kann man Lie Gruppen, und algebrais-
chen Gruppen, eine Lie Algebra zuordnen, welche ein Vektorraum, namlich der Tangentialraum
an der Eins, mit Lie Klammer ist. Es stellt sich heraus, daf§ die Beziehungen zwischen Lie
Gruppen und Lie Algebren sehr eng sind. Das erlaubt es, viele Probleme iiber Lie Gruppen
zu linearisieren, das heifit, auf dem Niveau von Lie Algebren zu behandeln. Die Losungen dort
lassen sich sehr oft erfolgreich in die Theorie der Lie Gruppen zuriickiibersetzen.

Wir behandeln in dieser Vorlesung auch die endlich-dimensionale Darstellungstheorie von Lie
Algebren. Diese Theorie ist dsthetisch sehr ansprechend, insbesondere fiir halbeinfache, kom-
plexe Lie Algebren. Dabei kommt man allein mit Methoden der linearen Algebra schon recht
weit.

Ein bekanntes Beispiel einer Lie Algebra ist der Vektorraum R?® mit dem Vektorprodukt als
Multiplikation: es gelten die Identitaten

0=v xw,
0= (uxv)Xw+ (vXxw)xu+(wxu)Xwv.

Die Darstellungstheorie dieser Lie Algebra spielt auch in der Quantenmechanik eine Rolle (die
Theorie des Drehimpuses).

Ich mochte auch ein paar Sétze iiber die Mathematiker sagen, die man im Zusammenhang mit
Lie Algebren erwahnen sollte. Hier ist eine Auswahl solcher Mathematiker:

Elie Joseph Cartan (1869-1951)

Claude Chevalley (1909-1984)

Friedrich Engel (1861-1941)

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923)
Marius Sophus Lie (1842-1899)

Anatoly Ivanovich Malcev (1909-1967)
Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955)

e Elie Cartan war franzosischer Mathematiker in Montpellier, Lyon, Nancy und Paris. Er war
ein Schiiler von Marius Sophus Lie. In seiner Dissertation von 1894 vollendete er Killings Klas-
sifikation der endlich-dimensionalen, einfachen, komplexen Lie Algebren. Er begriindete unter
anderem die Theorie der Riemannschen symmetrischen Raume.

e Claude Chevalley war franzosischer Mathematiker in Princeton, Columbia University und
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2 EINLEITUNG

Paris. Er bewies fundamentale Resultate in der Theorie der algebraischen Gruppen und in der
algebraischen Geometrie. Er schrieb ein 3-bandiges Werk tiber Lie Gruppen.

e Friedrich Engel war deutscher Mathematiker in Leipzig, Greifswald und Gielen. Er war ein
Schiiler von Marius Sophus Lie. Lie und Engel schrieben in den 1890er Jahren ein 3-bandiges
Werk tiber Transformationsgruppen.

e Carl Gustav Jacob Jacobi war deutscher Mathematiker in Berlin und Konigsberg. FEr
hat wichtige Beitrage zur Zahlentheorie, partiellen Differentialgleichungen und Determinan-
ten geleistet. Er fand die “Jacobi-Identitat” um 1830 im Kontext von Poisson-Klammern, die
in der hamiltonschen Mechanik auftreten.

e Wilhelm Killing war deutscher Mathematiker in Miinster. Er war Schiiler von Weierstraf}. Er
fithrte Lie Gruppen im Kontext nichteuklidischer Geometrie ein. Er gab die erste, wenn auch
unvollstandige Klassifikation der einfachen komplexen Lie Algebren an. Nach dem Tot seiner
vier SOhne trat er im Alter von 39 Jahren zusammen mit seiner Frau dem Franziskanerorden

bei.

e Sophus Lie war norwegischer Mathematiker in Kristiania (Oslo) und Leipzig. Er begriindete
die Theorie der stetigen Transformationsgruppen, aus denen sich spater das Konzept der Lie
Gruppen entwickelte.

e Anatoly Ivanovich Malcev war ein russischer Mathematiker in Moskau und Ivanovo. FEr
studierte unter anderem auflésbare Gruppen, Lie Gruppen, topologische Algebren und Entschei-
dbarkeitsprobleme in der Algebra.

e Hermann Weyl war deutscher Mathematiker in Ziirich, Gottingen und Princeton. Er emi-
grierte in der Zeit des dritten Reiches in die USA. Er beschaftigte sich ebenfalls mit Physik.
In Ziirich war er Kollege von Einstein und Schrodinger. Weyl lieferte zahlreiche fundamentale
Beitrage zur Struktur- und Darstellungstheorie kompakter Lie Gruppen.



CHAPTER 1

Allgemeine Theorie von Lie Algebren

1.1. Definitionen und Beispiele

Sei k ein beliebiger Korper und V' ein k-Vektorraum. Fiir drei Elemente z,y, z € V sei der
Assoziator definiert durch

(,y,2) =(z-y)-z—x-(y-2)
DEFINITION 1.1.1. Eine k-Algebra A ist ein k-Vektorraum mit einer k-bilinearen Abbildung
Ax A=A (z,y)—x-y.
Die Algebra A heif3t links-symmetrisch, oder pre-Lie-Algebra, falls

(,y,2) = (y, 2, 2)
fir alle x,y, z € A gilt. Sie heifit assoziativ, falls

(x,y,2) =0
fiir alle z,y, z € A gilt.

Eine Lie Algebra ist ein spezieller Typ einer k-Algebra, die nach dem Mathematiker Sophus
Lie benannt ist:

DEFINITION 1.1.2. Eine Lie Algebra g iiber k ist ein k-Vektorraum, zusammen mit einer
k-bilinearen Abbildung, der sogenannten Lie Klammer

gxg—g, (r,y)—[z9],
derart, dafl fiir alle x,y, 2z € g gilt

0 =[x,z
0=z, [y, 2]} + [y, [z, 2] + [, [z, y]).

Die erste Bedingung wird Antisymmetrie genannt, weil sie die Identitat [y,z] = —[z,y]
impliziert:

0=[r+y,z+y]=[r,2] + [v,y] + [y, 2] + [y, 9]
= [z,y] + [y, .

Hétte man die Antisymmetrie direkt als Definition genommen, so hétte man daraus fir
y = x nur [z,z] = —[x,z| folgern konnen, also 2[x,z] = 0. In Charakteristik p = 2 konnte
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4 1. ALLGEMEINE THEORIE VON LIE ALGEBREN

man daraus nicht [z, z] = 0 folgern. Deshalb zieht man die Definition [z, z] = 0 vor, wenn man
beliebige Korper zulafit.

Die zweite Bedingung heifit Jacobi-Identitdt. Sie ersetzt in gewisser Weise die Assoziativitét,
und ist durch “Ableiten” der Gruppenstruktur von Lie Gruppen entstanden.

Fiir zwei Unterrdume b, € von g ist [, €| definiert als der Unterraum, der von allen Produkten
[h, k] mit h € h und k € ¢ erzeugt wird. Jedes Element von [h, €] ist eine Summe

[h17 kl] + ttt + [hT‘a kT’]
mit h; € b, k; € £&. Die Multiplikation von Unterrdumen in einer Lie Algebra ist kommutativ:
LEMMA 1.1.3. Fiir Unterrdume b, € von g gilt [h, €] = [€, b].

BEWEIS. Es seien h € b,k € &. Dann ist [h, k] = —[k, k] € [€,b], also [h, €] C [¢, bh]. Analog
folgt [¢, b] € [o, . O

Ein Unterraum a einer Lie Algebra g heit Unteralgebra, bzw. Ideal, falls [a,a] C a bzw.
[g,a] = [a,g] C a gilt. Die Kommutatoralgebra [g, g ist wegen der Jacobi-Identitat ein Ideal in

g: man hat [g, [g,9]] € [g, g].
Eine LSA, also insbesondere auch eine assoziative k-Algebra, definiert durch Kommutatorbil-

dung eine Lie Algebra Struktur auf dem gleichen Vektorraum:

LEMMA 1.1.4. Ist A eine LSA mit Produkt (z,y) — x -y, dann ist (A,][,]) mit [z,y] =
x-y—y-x eine Lie-Algebra.

BEWEIS. Die Behauptung folgt sofort aus der Identitat

[[a, 0], c] +[[b, c], a] + [[c, a], b] =
(a,b,c)+ (b,c,a) + (c,a,b) — (b,a,c) — (a,c,b) — (¢, b,a),

die in jeder k-Algebra giiltig ist. O

BEISPIEL 1.1.5. Fiir die assoziative Matriz Algebra A = M, (k) erhalten wir durch Kom-
mutatorbildung die allgemeine lineare Lie Algebra gl,(k) der Dimension n?.

Die Lie Klammer von zwei n x n-Matrizen A, B ist also durch [A, B] = AB — BA gegeben.
Fiir diese Lie Algebra kann man dann die Kommutator Lie Algebra [g, g] bilden:

LEMMA 1.1.6. Die Kommutatoralgebra von gl,, (k) ist die spezielle lineare Lie Algebra
sl (k) = {X € glu(k) | tr(X) = 0}
der Dimension n? — 1.

Bewers. Wir miissen [gl,,(k), gl,(k)] = sl,(k) zeigen. Seien A, B € gl,(k). Dann ist
[A, B] € sl,, (k) wegen

tr([A, B]) = tr(AB) — tr(BA) = 0.

Damit gilt [gl,,(k), gl,,(k)] C sl,(k). Umgekehrt betrachten wir die Matrizen E;;, die an der
Stelle (7, j) den Eintrag 1 haben, und sonst nur Nullen. Es gilt

(1.1) [Ejks Eom) = Oreljm — Ojm L.



1.1. DEFINITIONEN UND BEISPIELE 5
Insbesondere folgt, fir j # k,m
[Eiks Ers] = Ejj — Egr,
[Ejm7 Emk] - Ejk-

Diese Matrizen erzeugen aber die Lie Algebra sl,(k), fir j # k. Offenbar sind sie als Kommu-
tatoren darstellbar. Also folgt auch sl,,(k) C [gl,(k), gl,(k)]. Es ist auch leicht zu verifizieren,
daf8 die Ej; fiir i # j und die Ej;; — E; 41,41 fur 1 <7 <mn —1 eine Basis von sl,,(k) bilden. Das
sind (n? —n) + (n — 1) = n? — 1 viele Elemente. Also folgt die Dimensionsformel. O

BEMERKUNG 1.1.7. Die Algebra sl,(k) ist eine Lie-Unteralgebra von gl,(k), aber keine
Unteralgebra der assoziativen Matrixalgebra M, (k).

BEISPIEL 1.1.8. Fiir eine feste Matriz J € gl,,(k) ist der Unterraum
a(J)={X egl, (k)| JX +X'J =0}
eine Lie Unteralgebra.

In der Tat gilt, fiir X,Y € g(J),

(X, YT+ JX,Y]=Y'X"T - XY'T+JXY - JYX
=-Y'JX + X'JY + JXY — JYX
=JYX - JXY +JXY - JYX
= 0.

0 E,
(5 )

erhélt man die Lie Algebra g(J) = spo,(k), die symplektische Lie Algebra der Ordnung n.
Eine Blockmatrix M = (4 B) liegt also genau dann in sp,(k), wenn gilt

At Ot 0 E,\ _ 0 E,\ (A B
Bt D)\-E, 0)  \=-E, 0 C D)
-ct AY\ _ [(-C -D
-Dt Bt) -\ A B )’

Ct=C, B'=B, D=_A.

Die Dimension der symplektischen Lie Algebra ist damit

Fiar m = 2n und

also

also

dimy, 5oy, (k) = n(n + 1) +n? = 2n? +n.

Fir J = E,, erhdlt man die Lie Algebra g(J) = so,,(k), die orthogonale Lie Algebra der
Ordnung m. Sie besteht also genau aus allen schiefsymmetrischen Matrizen:

50, (k) = {X € glu(k) | X + X' = 0}.
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Es gilt dimy s0,,,(k) = m(m — 1)/2. Fiir spitere Rechnungen ist jedoch noch eine andere
Darstellung bequemer, in der man fiir gerades m = 2n bzw. ungerades m = 2n + 1 die Matrix

J wie folgt wahlt:
0 FE,
( 20 ) bzw.

Dann hat man zwei Serien orthogonaler Lie Algebren, ndmlich s0s,(k) und s0s,.1(k). Thre
Dimensionen sind n(2n — 1) bzw. n(2n 4+ 1). Wir werden noch sehen, warum man diese
Aufteilung macht.

0 O
0 E,
E, O

O O =

BEISPIEL 1.1.9. Die Menge der oberen Dreiecksmatrizen der Groffe n iber k bilden eine Lie
Algebra, die mit t,(k) bezeichnet wird.

Offensichtlich bilden die echten oberen Dreiecksmatrizen in t,(k) eine Lie Unteralgebra. Sie
wird mit n, (k) bezeichnet. Die Lie Unteralgebra der Diagonalmatrizen in t,(k) wird mit 0,,(k)
bezeichnet. Man hat

0, (k) + n, (k)
[0 (k), nn (k)] (k),
[t (K), ta(F)] (k).

Die letzte Eigenschaft folgt aus den ersten beiden Eigenschaften. Die Algebra ng(k) heifit die

tn(k),

ny
ny

3-dimensionale Heisenberg Lie Algebra. Sie hat eine Basis (XY, Z), gegeben durch
010 000 001
X=(000)],Y=1001},Z2=10 0 0
0 00 0 0 0 0 00

Thre Lie Klammern sind durch [X,Y] = Z bestimmt.

1.2. Derivationen und Darstellungen von Lie Algebren

DEFINITION 1.2.1. Sei A eine k-Algebra und End(A) der Raum der Vektorraumendomor-
phismen von A. Eine lineare Abbildung D € End(A) heifit Derivation von A, falls

D(z-y)=D(z)-y+z-D(y)
fiir alle z,y € A gilt. Die Menge der Derivationen von A wird mit Der(A) bezeichnet.
Es ist klar, dafl Der(A) ein Unterraum von End(A) ist.
BEISPIEL 1.2.2. Fir die R-Algebra A = C*(R) ist die Abbildung D: A — A mit D(f) = f’

eine Derivation.
Das folgt aus der Produktregel.

BeispiEL 1.2.3. Die LSA A = Cx®Cy mit Produkt x.x =2z, vy =y undy.x =0, yy ==z
erfiillt Der(A) = 0.

Man beachte, daB A eine einfache Algebra ist, d.h., ohne echte zweiseitige Ideale. Die Lie
Algebra von A ist durch [z,y] = y gegeben. Sei D eine Derivation von A. Wir machen den
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Ansatz D(x) = ayx + agy und D(y) = azz + auy. Dann ist D(z.x) = D(x).x + x.D(z)
dquivalent zu 2aqx — agy = 0, also a; = as = 0 und D(z) = 0. Ebenso folgt
D(y.y) — D(y)-y —y.D(y) = D(x) — (asz + cuy).y — y-(asr + ay)
= —2047 — a3y
= 0.
Damit hat man auch D(y) = 0 und D ist die Nullabbildung.
Wir bezeichnen die Lie Algebra zu End(A), unter Kommutatorbildung, mit gl(A). Ist A = k™

als Vektorraum, so identifizieren wir gl(A) mit gl,(k). Der Unterraum Der(A) wird unter
Kommutatorbildung auch zu einer Lie Algebra:

LEMMA 1.2.4. Fiir eine k-Algebra A ist Der(A) eine Lie Unteralgebra von gl(A).

BewEIs. Fiir Dy, Dy € Der(A) miissen wir zeigen, daf§ auch [Dy, Dy] € Der(A) gilt. Fiir
x,y € A gilt

(D1, Do(2.y) = (D1D2)(2.y) — (Do D1)(2.y)
= Di(Da(x).y + 2.Da(y)) — Da(D1(2).y + .D1(y))
= (D1Dz()).y + x.(D1D2(y))) + D2(x).D1(y) + Di(z).D2(y)
— (D2Di(2)).y — .(D2D1(y)) — D1(x).D2(y) — Da(x). D1 (y)
= [D1, DoJ(2).y + 2.[D1, D2](y).

\_/\_/

Dabei haben wir in der vorletzten Zeile die Terme D;(z).Dy(y) und Dsy(x).D;(y) hinzugefiigt
und wieder abgezogen. O

Nun konnen wir fiir A aber selbst eine Lie Algebra g nehmen. Dann hat man zu g auch die
Lie Algebra Der(g).

BEISPIEL 1.2.5. Sei to(k) = kx @ ky die Lie Algebra mit Lie Klammer |x,y] =y. Dann ist

Der(ts(k)) = {(0 0) o f ek},

a
Man hat nur eine nicht-triviale Bedingung, namlich fiir die Basiselemente x, y,
D([z,y]) = [D(x), y] + [z, D(y)].
Daraus folgt die Behauptung. Die Lie Algebra Der(to(k)) ist ebenfalls 2-dimensional mit Basis
Dy, Dy (entsprechend den Wahlen (a, §) = (0, 1) bzw. («, 8) = (1,0)) und [Dy, Do) = Dy. Mit

dieser Basiswahl ist also Der(ty(k)) = to(k).
Fiir folgende Verallgemeinerung von Derivationen siche [4]:

DEFINITION 1.2.6. Eine lineare Abbildung P: g — g heiflt Prederivation von g falls

P, [y, 2]l) = [P(2), ly, 2] + [, [P(y), 2] + [, [y, P(2)]
fir alle z,y, 2 € g.

Die Menge aller Prederivationen von g bildet eine Lie Unteralgebra Pder(g) von gl(g), die
die Lie Algebra Der(g) enthélt:

LEMMA 1.2.7. Es gilt Der(g) C Pder(g).
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BEWwEIS. Sei D € Der(g). Dann folgt

D([z, ly, 2]]) = [z, D(ly, 2])] + [D(x), [y, 2]]

Setzt man darin D([y, z]) = [D(y), 2] + [y, D(z)] ein, so erhdlt man

D[z, ly, 2]]) = [x, [D(y), 2]] + [, [y, D(2)]] + [D(2), [y, 2]].
O

BEISPIEL 1.2.8. Es gilt Pder(vy(k)) = Der(vo(k)), aber Der(ng(k)) ungleich Pder(ns(k)) =
als (k).

Die Lie Klammer der Heisenberg Lie Algebra ng(k) ist durch [z, y] = z bestimmt. Dann ist
[[u,v],w] = 0 fir alle u,v,w € nz(k). Daher ist jeder Term in der Identitdt von 1.2.6 gleich
Null, und somit jedes P € gl(k®) eine Prederivation. Hingegen besteht Der(ns(k)) aus den
linearen Abbildungen D= (aij)lgi,jgfi mit a13 = A3 — 0 und 33 = @11 + A92 (es gllt D(Z) g Z,
wobei Z das Zentrum ist). Insbesondere hat n3(k) nicht-singuldre Derivationen. Es gibt auch
viele Lie Algebren, die nur nilpotente Derivationen haben. Als Beispiel betrachte man die
7-dimensionale Lie Algebra mit Basis (ey, ..., e7) und Lie Klammern

[61761'] = €it1, 2§Z§67
le2, €3] = e + €7

[62, 64] = €7.

Hier sind alle Derivationen nilpotente Matrizen. Trotzdem gibt es sogar invertierbare Pred-
erivationen, etwa die Diagonalmatrix diag(1,3,3,5,5,7,7).

BEMERKUNG 1.2.9. Jede Prederivation einer endlich-dimensionalen halbeinfachen Lie alge-
bra iiber einem Korper k der Charakteristik Null ist eine Derivation, also eine innere Derivation,

d.h., Pder(g) = Der(g) = ad(g).

DEFINITION 1.2.10. Ein Lie-Algebren-Homomorphismus ¢: g — g’ ist eine lineare Abbil-
dung mit ¢([z,y]) = [p(z),¢(y)] fir alle x,y € g. Ist ¢ bijektiv, spricht man von einem
Lie-Algebren-Isomorphismus.

DEFINITION 1.2.11. Eine Darstellung einer Lie Algebra g ist ein Paar (V, p) bestehend aus
einem k-Vektorraum V' und einem Homomorphismus von Lie Algebren p: g — gl(V). Ist p
injektiv, so nennt man die Darstellung treu.

BEMERKUNG 1.2.12. Der Begriff Darstellung meint, daf eine abstrakte Lie Algebra dargestellt
wird als eine konkrete Lie Algebra von Matrizen. Das stimmt natiirlich so nur fiir treue Darstel-
lungen und V' = k™. Die Begriffsbildung wird aber auf den allgemeineren Kontext der obigen
Definition ausgedehnt. Der Satz von Ado (bzw. Iwasawa in Charakteristik p) besagt, da8 jede
endlich-dimensionale Lie Algebra eine endlich-dimensionale treue Darstellung besitzt.

BEISPIEL 1.2.13. Die linearen Abbildungen ad(x): g — g, ad(x)(y) = [z, y] definieren eine
Darstellung

ad: g — gl(g), x+— ad(z).
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Es gilt namlich

[ad(x), ad(y)](2) — ad([z, y])(2) = [, [y, 2]] = [y, [, 2]] = [[, 9], 2]

Die Darstellung ad: g — gl(g) heit adjungierte Darstellung von g. Tatséchlich ist sie auch
eine Darstellung von g in die Lie Unteralgebra Der(g) C gl(g):

SATz 1.2.14. Die Endomorphismen ad(z) sind Derivationen von g. Fir D € Der(g) und
x € g gilt [D,ad(z)] = ad(D(x)). Deshalb ist ad(g) ein Lie Ideal in Der(g).

BEWEIS. Fir z,y, z € g gilt

ad(x)([y,z]) - [ad(x)(y), Z] - [yv ad(:p)(z)] = [l‘, [y,Z]] - [[xvyLZ] - [yv [l‘, Z]]

Weiterhin hat man

O
Wir bemerken, daf der Kern des Homomorphismus ad: g — gl(g) das Zentrum von g ist:
Z(g)={r€g|[r,y=0Vyeg}
Bei dieser Gelegenheit definieren wir auch folgende Begriffe:

DEFINITION 1.2.15. Sei a C g eine Teilmenge der Lie Algebra g. Dann ist der Zentralisator
von a in g definiert durch

Zy(a) ={reg|lr,y] =0Vy € a},
und der Normalisator von a in g definiert durch
Nyg(a) ={z €g|[r,y] €aVy € a}.

Beides sind Lie Unteralgebren von g, und Z,(g) ist das Zentrum von g.
Um ein Beispiel einer Darstellung zu betrachten, definieren wir sly(k) = kz ® ky @ kh abstrakt
durch die Lie Klammern [z, y] = h, [z, h] = —22 und [y, h] = 2y.

BEIspIiEL 1.2.16. Die Zuordnung

(01 (00 b (10
& 00) Y 1 0)° 0 —1)-

definiert eine 2-dimensionale Darstellung von sly(k).
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Sei ¢: sly(k) — gl(k?) die lineare Abbildung, die wie oben auf der Basis (z,y, k) definiert

ist. Dann gilt
eeal=om = (5 ) =[(0 0) (1 0)] = letarsmn
Ebenso rechnet man auch ¢([z, h]) = [p(x), p(h)] und ¢([y, h]) = [¢(y), p(h)] nach.

BEISPIEL 1.2.17. Die adjungierte Darstellung von sly(k) ist die 3-dimensionale Darstellung,
die durch die folgenden Matrizen gegeben ist:

00 =2 0 00 2 0 0
ad(x)=10 0 0 ), adly)y=|1 0 0 2|, adh)=(0 =2 0
01 0 -1 0 0 0 0 O

Die identische Abbildung definiert eine n-dimensionale Darstellung der Lie Algebra gl (k):
id: gl, (k) — gl(k").

Sie heiit die natirliche Darstellung. Dieser Begriff wird auch fiir jede Unteralgebra g C gl,, (k)
sinngeméaf verwendet, siehe Beispiel 1.2.16.

Ist (p, V') eine Darstellung der Lie Algebra g, so erhdlt man durch z.v = p(x)(v) eine bilineare
Operation g X V — V., (z,v) — z.v derart, daB fiir alle z,y € g und alle v € V gilt

(1.2) [z, ylv =x.(yv) —y.(x0).
Man nennt V' zusammen mit dieser bilinearen Abbildung dann auch einen g-Modul. Wir werden
dazu aber oft auch wieder “Darstellung von g” sagen.

BEISPIEL 1.2.18. Die triviale Operation x.v = 0 fir alle x € g, v € V macht jeden k-
Vektorraum V' zu einer Darstellung von g.

Den Korper k versehen mit der trivialen Operation nennt man die triviale Darstellung. Den
Nullvektorraum versehen mit der trivialen Operation nennt man die Nulldarstellung von g.

DEFINITION 1.2.19. Eine lineare Abbildung ¢: V' — W zwischen zwei Darstellungen (d.h.
Moduln) einer Lie Algebra g heifit ein Homomorphismus von Darstellungen genau dann, wenn
gilt

p(zw) =z.pv) YveVxeg.
Zwei Darstellungen heiflen isomorph, wenn es einen Homomorphismus zwischen ihnen gibt, der
ein Isomorphismus der Vektorraume ist. Ein Unterraum U einer Darstellung V' von g heifit
eine Unterdarstellung genau dann, wenn gilt x.u € U fiir alle x € g,u € U.

BEISPIEL 1.2.20. Fir eine Linearform \ € g* auf g ist die Abbildung py: g — gl(k) mit
x +— M) genau dann eine Darstellung, wenn \ auf [g, g] verschwindet.

Die Linearformen von g, die auf [g, g] verschwinden, nennt man auch Charaktere von g. Man
bezeichnet diese 1-dimensionale Darstellung dann mit k). Die Abbildung A — k, induziert eine
Bijektion von (g/[g, g])* und den Isomorphieklassen aller 1-dimensionalen Darstellungen von g.

DEFINITION 1.2.21. Eine Darstellung V' einer Lie Algebra heifit einfach, oder irreduzibel,
falls sie nicht Null ist, und ihre einzige echte Unterdarstellung (d.h. ungleich V') die Nulldarstel-
lung ist.

LEMMA 1.2.22. Istp: V — W ein Homomorphismus von Darstellungen von g, so ist ker(y)
eine Unterdarstellung von V und im(p) eine Unterdarstellung von W,



1.2. DERIVATIONEN UND DARSTELLUNGEN VON LIE ALGEBREN 11

Ist U C V eine Unterdarstellung von V', so gibt es genau eine Darstellung von g auf dem
Quotientenraum V/U derart, da 7: V' — V/U, v +— v+ U ein Homomorphismus von Darstel-
lungen wird. Man nennt V/U die Quotientendarstellung.

BEMERKUNG 1.2.23. Die Ideale einer Lie Algebra g sind genau die Unterdarstellungen der
adjungierten Darstellung von g.

Ist U eine Unterdarstellung von V', so nennt man eine Unterdarstellung W C V ein Komple-
mentvon U in V', falls V' die direkte Vektorraumsumme von U und W ist, d.h. V= U®W. Die
Abbildung U @ W — V', (u, w) — u + w ist dann auch ein Isomorphismus von Darstellungen.

DEFINITION 1.2.24. Eine Darstellung V' von g heifit halbeinfach, falls jede Unterdarstellung
ein Komplement besitzt.

Eine einfache Darstellung hat nur 0 und V' als Unterdarstellungen, und ist deshalb halbe-
infach.

LEMMA 1.2.25. Unterdarstellungen und Quotientendarstellungen halbeinfacher Darstellun-
gen sind halbeinfach.

BEWEIS. Sei V' eine halbeinfache Darstellung und W C V' eine Unterdarstellung. Wir
wollen zuerst zeigen, dafl W halbeinfach ist. Sei also U C W eine Unterdarstellung. Wir
miissen ein Komplement von U in W finden. Weil V' halbeinfach ist, gibt es ein Komplement
U'von U in V,also V. =U @ U’. Dann ist aber U' "W ein Komplement von U in W, weil

unUnw)cunU ={0},

und wegen W C U+U'und U C W auch W C U+ (U'NW) gilt. Also hat man (U'NW)®U =
w.

Als zweites zeigen wir, dafi auch V/W halbeinfach ist. Sei 7: V' — V/W die kanonische Projek-
tion und W’ ein Komplement von W in V. Dann ist 7 |y : W’ — V/W ein Isomorphismus von
Darstellungen. Da W’ wegen des ersten Teils halbeinfach ist, gilt das dann auch fir V/W. O

Es gilt nun der folgende wichtige Satz fiir halbeinfache Darstellungen, auch in unendlicher
Dimension (dort benétigt man das Zornsche Lemma im Beweis):

SATZ 1.2.26. Fiir eine Darstellung V' einer Lie Algebra g sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) V ist halbeinfach.

(2) V ist Summe einfacher Darstellungen.
(3) V st direkte Summe einfacher Darstellungen.

BEMERKUNG 1.2.27. Dieser Satz ist sehr hilfreich, um zu erkennen, ob eine gegebene
Darstellung halbeinfach ist. Der Satz besagt auflerdem, dafl wir uns zur Bestimmung von
halbeinfachen Darstellungen von g auf die einfachen beschranken kénnen.

BEISPIEL 1.2.28. Sei g = C die 1-dimensionale Lie Algebra mit trivialer Lie Klammer und
V = C? die Darstellung von g definiert durch 1.v = (3 3)v. Dann ist V nicht halbeinfach.

Ware V' halbeinfach, so ware V' die direkte Summe zweier 1-dimensionaler Darstellungen,
denn V ist selbst nicht einfach. Dann gébe es eine Basis, in der die Matrix (J¢) Blockform
hatte, d.h., von der Gestalt (39 ). Das kann aber nicht sein, weil sie nicht diagonalisierbar ist.

DEFINITION 1.2.29. Fiir Darstellungen V und W einer Lie Algebra g bezeichne Homg(V, W)

den Raum der Homomorphismen ¢: V' — W von Darstellungen. Wir setzen Endy(V) =
Hom,y(V, V).
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Man sieht, daB Endy(V) eine assoziative Unteralgebra von End(V) ist. Es bezeichne k den
algebraischen Abschluf3 von k.

SATz 1.2.30 (Schursches Lemma). Fiir einfache Darstellungen V' und W einer Lie Algebra
g gilt:
(1) Homy(V, W) =0, falls V und W nicht isomorph sind.
(2) Endgy(V) ist eine Divisionsalgebra, d.h., jedes von Null verschiedene Element ist in-

vertierbar. _
(3) Gilt dimy, V < oo und k =k, so ist Endg(V) = k - id.

BEWEIS. Zu (1): Sei ¢: V' — W ein Homomorphismus von g-Darstellungen. Ist ¢ # 0,
so ist (V) C W eine Unterdarstellung, die von Null verschieden ist. Da W einfach ist, folgt
©(V) = W. Ebenso sieht man ker(y¢) = 0 ein. Also ist ¢ ein Isomorphismus, d.h. V = W.

Zu (2): Es ist klar, daBl Endy(V') eine Algebra ist. Sei ¢ € Endy(V') von Null verschieden. Wie
unter (1) sieht man, dafl ¢ invertierbar ist.

Zu (3): Sei ¢ € Endy(V). Wegen k = k hat das charakteristische Polynom x,,(t) = det(p —tid)
eine Nullstelle A € k. Also gibt es einen Eigenvektor v # 0 zum Eigenwert A\. Da der Eigenraum
V() von ¢ zu X aber eine Unterdarstellung von V ist, folgt V*(p) =V, da V ja einfach ist.
Also ist ¢ = Aid und somit Endy (V) = & - id. O

Sei k algebraisch abgeschlossen:

KOROLLAR 1.2.31. Sei p: g — gl(V) eine einfache Darstellung. Dann sind die einzigen
Endomorphismen von V, die mit allen p(x), x € g kommutieren, die Skalare, also X -id mit

A€ k.

BeEWwEIS. Sei ¢ € End(V) und z.v = p(x)(v). Dann ist ¢ € Endg(V') wenn p(z.v) = z.¢(v)
gilt, denn das war die Definition eines g-Modulhomomorphismus. Mit p schreibt sich diese
Bedingung als (¢ o p(x))(v) = (p(z) ° ¢)(v). Also kommutiert ¢ mit allen p(x). Aus obigem
Satz folgt aber Endy (V') =k - idy. O

Das Lemma ist i.a. falsch, wenn £ nicht algebraisch abgeschlossen ist. Ein Gegenbeispiel
ist die einfache Darstellung von g = R im reellen Vektorraum V = C = R?, bei der \ € g auf
V operiert als die Multiplikation mit Ai. Dann gilt Endy(V) =C-id # R -id = k - id.
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1.3. Semidirekte Summen von Lie Algebren

Haben wir eine Familie g;, j € J von Lie Algebren, so konnen wir die direkte Summe der
Vektorraume g; bilden:
g= @ gj

jeJ
Die Elemente von g bezeichnen wir mit (z;). Dann definiert [(x;), (y;)] = ([z;,y;]) eine Lie
Klammer fiir g. Diese Lie Algebra heifit direkte Summe der Lie Algebren g;.

DEFINITION 1.3.1. Sei g eine Lie Algebra, a eine Unteralgebra in g und b ein Ideal von g,
so dafl g = a @ b als Vektorraume. Dann heifit g die innere semidirekte Summe von a und b.
Wir schreiben g = a x b.

Man beachte, daf eine semidirekte Summe g = a X b genau dann direkt ist, wenn beide
Summanden Ideale in g sind.

LEMMA 1.3.2. Es seien a und b zwei Lie Algebren, und D: a — Der(b) ein Homomorphis-
mus von Lie Algebren. Dann wird auf g = a X b durch

(1.3) [(z,a), (y,0)] = ([z,y], [a, 8] + D(2)(b) — D(y)(a))
eine Lie Klammer definiert. Die Lie Algebra wird mit g = a X p b bezeichnet.

Bewels. Es gilt offensichtlich [(z,a), (x,a)] = (0,0). Sei

J(2,y,2) = [z, [y, 2]] + [y, [2, 2] + [2, [, y]]
fir z,y,z € a x b. Man beachte J(z,y,2) = J(y,z,z) = J(z,2,y). Wegen der Trilinearitét
reduziert sich der Nachweis von J = 0 auf die vier Falle

x,Y,2 €D,
r,yebzea
reby,zea

x,Y,z€a

Im ersten und vierten Fall folgt J = 0 aus der Tatsache, daBl b bzw. a eine Lie Algebra ist.
In den beiden anderen Fillen folgt die Behauptung aus der Tatsache, daf§ die Bilder von D
Derivationen von b sind bzw. dal D ein Homomorphismus ist. Die Rechnung sei dem Leser
iiberlassen. O

DEFINITION 1.3.3. Die Lie Algebra g = a x p b heifit dulere semidirekte Summe von a und
b.

Offensichtlich ist a x 0 = a eine Unteralgebra in g, und 0 x b = b ein Ideal in g. Somit ist
g auch eine innere direkte Summe von a und b. Umgekehrt gilt:

SATZ 1.3.4. Ist g eine innere semidirekte Summe von a und b, und D wie oben, dann ist
axpb—g, (z,a) = x4+ a ein Isomorphismus von Lie Algebren.

BEMERKUNG 1.3.5. Eine semidirekte Summe g = a x b entspricht einer zerfallenden kurzen
exakten Sequenz
0—=b—g LN a— 0.

Hierbei heifit die obige Erweiterung zerfallend, falls es einen Lie-Algebra Homomorphismus
T:a— g gibt mit Bo7 = id,.



14 1. ALLGEMEINE THEORIE VON LIE ALGEBREN

Sei D: g — gl(V) eine Darstellung von g, wobei wir V' als eine abelsche Lie Algebra auf-
fassen. Dann ist Der(V') = gl(V'). Somit folgt aus (1.3):

BEISPIEL 1.3.6. Das semidirekte Produkt g x V' wird zu einer Lie Algebra durch
[(z,v), (y,w)] = ([z,y], D(z)(w) — D(y)(v)),
fur x,y € g und v,w € V.
Fiir g = gl(V) und D = id erhalten wir die Lie Algebra
aff(V) :=gl(V) x V

mit Lie Klammer [(A,v), (B,w)] = ([A, B], Aw — Bv). Identifizieren wir V' mit k", so ist aff(V)
isomorph zu folgender Unteralgebra von gl 1(k):

aff(V) = {(g‘ 8) | A€ GL,(k), ve k"} |
Die Lie Klammer ist hier durch den Kommutator von Matrizen gegeben:

(3.2 2= 57

Die Lie Algebra aff(V) ist die Lie Algebra der Gruppe Aff(V) der affinen Transformationen
Lpoy: V=V, o= Az + .
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1.4. Einfache, halbeinfache und reduktive Lie Algebren

DEFINITION 1.4.1. Eine Lie Algebra g heift einfach, wenn ihre adjungierte Darstellung
einfach ist. Sie heiflt reduktiv, falls die adjungierte Darstellung halbeinfach ist.

Wegen Bemerkung 1.2.23 ist g genau dann einfach, wenn g nur die Ideale 0 und g besitzt,
und das Ideal [g, g] von Null verschieden ist, also [g, g] = g gilt. Lie Algebren mit der letzteren
Eigenschaft nennt man perfekt. Nach Definition ist g genau dann reduktiv, wenn es zu jedem
Ideal a in g ein komplementares Ideal b in g gibt mit

g=adb.

BEMERKUNG 1.4.2. Eine Lie Algebra g ist genau dann einfach, wenn sie nicht abelsch ist,
und jeder von Null verschiedene Homomorphismus von Lie Algebren ¢: g — b injektiv ist.

In der Theorie von Algebren ist eine k-Algebra halbeinfach, wenn sie direkte Summe von
einfachen Algebren ist. Da wir aber Lie Algebren mit trivialer Lie Klammer nicht als einfach
ansehen, ist eine reduktive Lie Algebra hier nicht unbedingt halbeinfach. (Wie wir bald sehen
werden ist eine reduktive Lie Algebra immer direkte Summe einer halbeinfachen und einer
“abelschen” Lie Algebra). Deshalb definieren wir:

DEFINITION 1.4.3. Eine Lie Algebra g heifit halbeinfach, wenn sie eine direkte Summe von
einfachen Lie Algebren ist.

Trivialerweise ist jede einfache Lie Algebra auch halbeinfach. Umgekehrt ist jede halbein-
fache Lie Algebra auch reduktiv:

LEMMA 1.4.4. Eine halbeinfache Lie Algebra ist perfekt, reduktiv und hat triviales Zentrum.

BEWEIS. Sei g halbeinfach. Dann gibt es einfache Lie Algebren g; mit g = €@ e ;- Deswe-
gen, und weil alle g; perfekt sind, folgt

9.0 = Ploj. 0,1 =P =9
jeJ j€J
Nun ist jedes g; einfaches Ideal in g, und damit eine einfache Unterdarstellung der adjungierten
Darstellung von g. Damit ist die adjungierte Darstellung von g nach Satz 1.2.26 aber halbein-
fach, und somit g reduktiv.
Nun ist das Z(g;) von g; ein Ideal, also Null oder g;. Letzteres scheidet aus, da g; nicht abelsch
ist. Somit ist Z(g,;) = 0 und deshalb

Z(g) = @Z(gj) = 0.

Nun wollen wir die Struktur reduktiver Lie Algebren noch genauer beschreiben:

SATZ 1.4.5. Sei g eine reduktive Lie Algebra. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Fir eine Ideal a in g sind a und g/a reduktiv.
(2) Man hat g = [g,9] & Z(g), wobei [g,g] halbeinfach ist.
(3) g ist genau dann halbeinfach, wenn Z(g) = 0 ist.
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BEWEIS. Zu (1): Nach Voraussetzung gibt es ein Ideal b in g mit g = a @ b. Insbesondere
ist [a,b] = 0, so daB jedes Ideal von a auch ein Ideal von g ist. Die Ideale von a sind also
genau die Unterdarstellungen der adjungierten Darstellung von a, welche wegen Lemma 1.2.25
halbeinfach ist. Also existiert zu jedem Ideal von a ein komplementares Ideal in a. Damit ist a
reduktiv. Wegen g/a = b folgt die Reduktivitdt von g/a aus dem eben genannten Argument,
das wir dann auf das Ideal b anwenden.

Zu (2): Da die adjungierte Darstellung von g halbeinfach ist, hat die Unterdarstellung [g, g] ein
Komplement W, also g = [g,9] & W. Wegen [g, W] C [g,¢g] "W = 0 hat man W C Z(g), also
lg,9] + Z(g) = g. Die Summe ist aber auch direkt. Denn auch die Unterdarstellung [g, g] ist
halbeinfach. Also gibt es ein Komplement U zu [g,g] N Z(g), d.h. U @ ([g,g] N Z(g)) = [g, g]-
Aber

l0.0] =lg.[8,0] + Z(9)] = [g, [0, 0] = [8, U] C U,

also [g,g] N Z(g) = 0. Es bleibt zu zeigen, dafl [g, g] halbeinfach ist. Die Unterdarstellung
[g, 9] der adjungierten Darstellung von g ist halbeinfach, also direkte Summe von einfachen
Darstellungen g;, j € J, welche auch Ideale in g sind. Man hat [g;,g;] = 0 fiir ¢, € J. Man
sieht, dafl die Ideale g; einfach sind.

Zu (3): Ist Z(g) = 0, dann ist g = [g, g] nach (2) halbeinfach. Ist dagegen g halbeinfach, so
folgt Z(g) = 0 aus Lemma 1.4.4. O

SATZ 1.4.6. Fir einen Korper k der Charakteristik ungleich 2 ist die Lie Algebra sly(k)
einfach.

BEWEIS. Sei a ein von Null verschiedenes Ideal in sly(k) und w € a mit w # 0. Wir
schreiben w = ax + Sy + vh in der Basis (z,y, h) von sly(k). Wir wollen zeigen, dafl a = sly(k)
folgt. Wir haben

[z, [z, w]] = [z, Bh — 2yx] = =20z € a,
[y7 [yv U}H = _205:9 € a

Ist @ ungleich Null, so hat man y € a, und dann h = [z,y] € a, ax = w — By — vh € q,
also a = sly(k). Ist § ungleich Null, folgt ganz analog a = sly(k). Fir a = f = 0 hat man
w = vh € a mit v # 0, also h € a. Dann folgt sofort 2x = [h, 2] € a und 2y = [y, h] € a, und
somit auch a = sly(k). O

Wegen gly(C) = sl,(C) @ C ist die Lie Algebra gly(C) also reduktiv. Allgemeiner gilt

SATz 1.4.7. Die Lie Algebra gl,,(C) ist reduktiv, und ihre Kommutatoralgebra sl,(C) ist
einfach.

Wir beweisen diesen Satz erst spater (siehe auch [10]). In Charakteristik p ist sl, (k) genau
dann einfach, wenn p { n gilt. Wir kommen spéter noch wesentlich ausfiihrlicher auf einfache
und halbeinfache komplexe Lie Algebren zuriick.

1.5. Einfache Darstellungen von sly(C)

Einfache Darstellungen der Dimension 1,2 und 3 von sly(C) sind die triviale Darstellung
C, die Standarddarstellung C? und die adjungierte Darstellung C®. Wir klassifizieren nun
im folgenden alle einfachen Darstellungen endlicher Dimension von sly(C). Dazu sei k[X] =
k[x1,...,z,] der Polynomring in n Variablen, und es bezeichne 9; die partielle Ableitung nach
der Variablen z;. Dann gilt:
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LEMMA 1.5.1. Die lineare Abbildung

p: gl (k) — gl(k[X]),
Eij — .ﬁl]iaj

ist eine Darstellung von gl,(k) im Polynomring k[X].
BEWEIS. Fiir alle Polynome p € k[X] gilt die Formel
xzﬁjxkﬁg(p) = jkxiﬁg(p) + l’ll’ka]ag(p)
Es folgt
[p(Eij), p(Ere)] = [2:05, 1404

= jkll?zaé - 5&3%@'

= p(0;jxEie — 60 Ey;j)

= p([Eij, Ed).

0

THEOREM 1.5.2. In jeder Dimension n > 1 gibt es bis auf Isomorphie genau eine einfache
Darstellung der Lie Algebra sly(C).

BEWEIS. Zuerst konstruieren wir zu jeder Dimension n eine einfache Darstellung. Dann
zeigen wir, dafl je zwei einfache Darstellungen der Dimension n isomorph sind. Sei (z,y, h) die
Standardbasis von sly(C). Lemma 1.5.1 liefert eine Darstellung p: sly(k) — gl(k[X,Y]) durch

P (l‘ ) = X0y,
p(y> =Y0x,

Diese Darstellung ist nicht endlich-dimensional (und auch nicht einfach). Die Polynome von
festem Totalgrad m aber bilden eine Unterdarstellung

V(m) = k[X,Y]" C k[X,Y]

der Dimension m + 1 mit Basis v; = Y'X™ " fiir i+ = 0,1,...m. In dieser Basis wird die
Operation von sly(k) auf V(m) wie folgt beschrieben:

T.v; = ivi_l,
y.v; = (m —i)vi,
hov; = (m — 2i)v;.

Dabei setzen wir v_; = v,,,41 = 0. Die darstellende Matrix p(h) ist durch diag(m, m — 2, m —
4,...,2 —m,—m) gegeben. Diese Darstellungen V(m) sind einfach in Charakteristik Null:
jede von Null verschiedene Unterdarstellung U C V(m) enthélt notwendig einen Eigenvektor
zu h, also eines der v;, weil ja h.U C U nach Definition gilt. Dann folgt aus den Formeln aber
sofort U = V(m) (zuerst vy € U durch wiederholte Operation von z, dann vy, vs, . .. v, durch
Operation von y). Damit haben wir in jeder endlich Dimension m > 1 eine einfache Darstellung
gefunden.
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Nun zeigen wir noch, dafl je zwei einfache Darstellungen der Dimension m isomorph sind. Sei
zunéchst p: sly(C) — gl(V) irgendeine Darstellung. Sei

Vi = ker(p(h) — pid)
den Eigenraum von p(h) zum Eigenwert p € C. Man hat
h.(x.v) —z.(hw) = [h,z].v = 220,
h.(zw)=z.(h+2).v,

und deshalb z.V,, C V,;2. Analog sieht man y.V,, C V,_s wegen h.(y.v) = y.(h — 2).v.

Ist V' endlich-dimensional und ungleich Null, so gibt es sicher ein A € C mit V) # 0, aber
Vige = 0. Fir v € V), gilt dann xz.v = 0 und h.v = Av. Dann priift man mit Induktion die
folgenden Formeln (mit y.(y.v) = y*.v etc.) fir alle n > 1:

h.(y".v) = (A —2n)y".v,
z.(y"v) =n(A —n+ 1)y" o

Damit ist der von den y".v mit n > 0 aufgespannte Teilraum eine Unterdarstellung. Ist nun V'
zusatzlich einfach, und v # 0, so miissen die y™.v folglich ganz V' aufspannen. Gilt y™.v # 0, so
sind v, y.v,...,y"v Eigenvektoren von h zu paarweise verschiedenen Eigenwerten, und damit
linear unabhingig. Wegen dim V' < oo gibt es also ein d > 1 mit y>.v = 0. Wé&hlt man d
kleinstmaoglich, so ist (v, y.v, ...,y 1.v) eine Basis von V, also dim V' = d. Aus y%v = 0 folgt
auch
0=a.(y'v) =d\—d+ 1)y,

und damit A = d — 1, weil wir ja d # 0 und y¢ ' # 0 vorausgesetzt hatten. Fiir jede
einfache Dastellung p von sly(C) héngen die Matrizen von p(x), p(y) und p(h) in der Basis
(v,y.v,...,y4 L) also nur von d ab. Folglich sind je zwei einfache Darstellungen derselben
Dimension isomorph. 0

Jede einfache Darstellung V' (m) der Dimension m + 1 von sly(C) zerfillt also unter h in
1-dimensionale Eigenraume zu den Eigenwerten m,m — 2,...,2 — m, —m. Man schreibt

V=Va®Vyo® O Vo ®V_p.
BEMERKUNG 1.5.3. Die Lie Algebra sl(C) ist auch die komplexifizierte Lie Algebra der
der Drehgruppe SO3(R) und ihrer universellen Uberlagerung, der Spin-Gruppe S%, d.h.,
sl5(C) = C ®g Lie(SO5(R)) = C ®p Lie(S?).

Man kann nun aus Theorem 1.5.2 folgern, dal die Dimension eine Bijektion zwischen den
einfachen endlich-dimensionalen stetigen komplexen Darstellungen von S® bis auf Isomorphis-
mus und der Menge der natiirlichen Zahlen liefert (die von SO3(R) entsprechen der Menge
{1,3,5,7,...}).

1.6. Abelsche, nilpotente und auflésbare Lie Algebren

Sei g eine Lie Algebra, verschieden von der Nullalgebra, wenn nicht anders gefordert. Wir
definieren hier nochmal den Begriff einer abelschen Lie Algebra, obwohl wir ihn schon vorher
verwendet haben.

DEFINITION 1.6.1. Eine Lie Algebra g heifit abelsch, falls [g, g] = 0 ist.
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Eine abelsche Lie Algebra hat also triviales Produkt. Damit hat man einfach nur einen
k-Vektorraum, etwa k™. Man beachte, dafl jede abelsche Lie g # 0 nicht halbeinfach, sondern
nur reduktiv ist. Wir definieren nun induktiv zwei Folgen von Idealen von g:

e Die absteigende Zentralreihe g° = g, g* = [g,9],..., 0" = [g, ¢'];
e Die abgeleitete Reihe g =g, gV = [g,g],...,g" ") = [g?, g@].

Es gilt g € g" ' und g c g Y. Hierbei sind in der Tat alle g’ und alle g Ideale in g, wegen
der letzten Aussage des folgenden Lemmas:

LEMMA 1.6.2. Seien a und b Ideale in g. Dann sind auch a+b, anNb und [a, b] Ideale in g.

BEWEIS. Die ersten beiden Behauptungen sind klar. Die dritte Behauptung folgt aus der
Jacobi-Identitat. Den Spezialfall g = a = b hatten wir fiir das Kommutatorideal schon gezeigt.
Man hat

] + [a, [g, b]]

(9, [a, b]] b
+ [a, b]

C [[g, q]
C [a, b]
C [a, b].
Dabei haben wir [g, a] C a und [g, b] C b verwendet. O
DEFINITION 1.6.3. Eine Lie Algebra g # 0 heit nilpotent der Stufe k, falls g* = 0 und
g"~1 £ 0 ist. Sie heit auflosbar der Stufe k, falls g = 0 und g*=! #£ 0 ist.

Die Nullalgebra wird auch als nilpotent angesehen. Abelsche Lie Algebren sind also 1-stufig
auflésbar bzw. nilpotent. Wegen g C g’ ist jede nilpotente Lie Algebra auch auflosbar.
Ist g auflosbar der Stufe k, so erhilt man eine Identitéit von iterierten Lie-Klammern mit 2*
Elementen. Fiir k& = 3 bedeutet g©® = 0 zum Beipsiel

a,

[[[z1, z2], [3, z4]], [[25, w6], [27, 25]]] = 0
fiir alle z; € g.
BEISPIEL 1.6.4. Die Heisenberg Lie Algebra ns(k) ist 2-stufig nilpotent.

Das Zentrum von ng(k) ist 1-dimensional. Hat k die Charakteristik 2, so ist sly(k) = n3(k)
also nilpotent.

BEISPIEL 1.6.5. Die Lie Algebra t,(k) der oberen Dreiecksmatrizen ist auflosbar, und ihre
Kommutatoralgebra n, (k) ist nilpotent.

LEMMA 1.6.6. Fiirr,s € N gilt [g", g°] C g" 1.

BeEwWEIS. Wir machen eine vollstandige Induktion nach » > 0. Fir » = 0 gilt die Behaup-
tung nach Definition. Der Induktionsschlufl folgt so:

g%l = [lg.0'], 0]
Cllg,0°), 9" +[9,[9° 0"]

C [gr’gerl] 4 [g’ gr+s+1]
C gr+s+2 4 gr+s+2

9

C gr+s+2.
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BEMERKUNG 1.6.7. Eine Lie Algebra g heif3t residuell nilpotent, falls
ﬂ g" =0.

Ist g endlich-dimensional, so bedeutet das das gleiche wie nilpotent. Im allgemeinen ist eine
residuell nilpotente Lie Algebra nicht notwendig nilpotent.

SATZ 1.6.8. Sei g eine nilpotente Lie Algebra. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Fiir ein Ideal a # 0 in g gilt a N Z(g) # 0. Insbesondere ist Z(g) # 0.
(2) Jede Lie Unteralgebra und jedes homomorphe Bild von g ist nilpotent.
(3) Ist

0—=a—=bh—=9g—0

eine kurze exakte Sequenz von Lie Algebren mit a C Z(h) und g = b/a nilpotent, so
15t b nilpotent.

BEWEIS. Zu (1): g operiert auf a durch die adjungierte Darstellung, weil a ein Ideal in g
ist: g x a = a. Lemma 1.6.13 wird uns ein v # 0 in a liefern mit 0 = g.v = [g,v], also mit
v € aN Z(g). Man kann allerdings direkt einsehen, daf§ g nicht-triviales Zentrum hat. Ist g
nilpotent der Stufe k, so ist g"~! # 0 und g* = [g,g"*"!] = 0, also g*~! C Z(g).

Zu (2): Ist a eine Unteralgebra von g so folgt a™ C g” fiir alle n > 0. Also ist auch a nilpotent.
Ist ¢: g — b ein surjektiver Lie Algebra Homomorphismus, so gilt ¢(g") = h™. Also ist auch b
nilpotent.

Zu (3): Sei m: h — h/a die Quotientenabbildung. Da h/a nilpotent ist, existiert ein n > 1
mit (h/a)” = 0. Wegen (2) ist daher 7(h™) = (h/a)” = 0. Also ist h” C a C Z(h), und somit
b+ C [b, Z(h)] = 0. 0

Zu Punkt (3) ist folgendes zu bemerken. Sind a und h/a nilpotent, so mufl nicht notwendig
auch b nilpotent sein. Man kann némlich auf die Forderung a C Z(h) im allgemeinen nicht
verzichten. Man sagt auch, dafl Nilpotenz keine Erweiterungseigenschaft von Lie Algebren ist.

BEISPIEL 1.6.9. Sei b = vo(k) mit [x,y] = y und a = ky ein Ideal in . Dann sind a und
h/a nilpotent, aber b nicht nilpotent.

In der Tat, a und h/a sind 1-dimensional und damit abelsch, also nilpotent. Dagegen gilt
h™ = ky fur alle n > 1. Also ist § nicht nilpotent.

LEMMA 1.6.10. Sind a und b nilpotente Ideale in g, so ist auch das Ideal a + b nilpotent.
BEWEIS. Wir zeigen, dafl
(a+b)*™ Ca™+b™
fir alle m > 0 gilt. Dann folgt die Behauptung, wenn man m so grof§ wahlt, dafl a™ = b" =0
ist. Der Fall m = 0 ist klar. Ist nun
y = [21, [22, [23, .., [Tom, Tomsa] -+ -] € (a+0)*"

so diirfen wir ; € a U b annehmen. Sind mindestens m + 1 der z; in a, so ist y € a™. Ist das
nicht der Fall, so sind mindestens m + 1 der z; in b und daher y € b™. Da man jedes Element
von (a + b)*" als Summe von Elementen der Gestalt von y schreiben kann, folgt daraus die
Behauptung. OJ
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Fiir eine endlich-dimensonale Lie Algebra existiert demnach ein maximales nilpotentes Ideal:

ist n ein nilpotentes Ideal maximaler Dimension in g und a irgendein nilpotentes Ideal in g, so

ist a + n ebenfalls ein nilpotentes Ideal. Dann folgt n = n + a aus Dimensionsgriinden. Das

bedeutet a C n, so dal n jedes nilpotente Ideal enthélt, also maximal ist. Insbesondere ist es
auch eindeutig bestimmt. Wir kénnen also definieren:

DEFINITION 1.6.11. Sei g eine endlich-dimensonale Lie Algebra. Dann heifit das maximale
nilpotente Ideal in g das Nilradikal von g, und wird mit nil(g) bezeichnet.

LEMMA 1.6.12. Sei V' ein g-Modul und a ein Ideal in g. Dann ist
Vi={veV|av=0}
ein Untermodul von V.
BEWEIS. Sei w € V* x € g und y € a. Dann ist [y, z] € a und
y.(zw) = [y, z].w + z.(y.w) = 0.
Also ist auch z.w € V*°. O

LEMMA 1.6.13. Sei V # 0 ein Vektorraum tber einem beliebigen Korper und g < gl(V') eine
endlich-dimensionale Unteralgebra, so daf$ jedes Element in g ein nilpotenter Endomorphismus
von V' ist. Dann gibt es einv € V, v # 0, mit g.v = 0.

BEWEIS. Seiz € gl(V) ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist auch ad(x) € End(gl(V))
nilpotent. In der Tat ist ad(z)"(y) fiir alle y € gl(V') eine Linearkombination von Ausdriicken
der Gestalt z'yx™*. Somit folgt aus 2" = 0 also ad(x)** = 0. Allgeiner gilt fiir z,y in einer

assoziativen Algebra
—~ (n —i, i, n—i
(ad(2))"(y) = > (Z)(—l)" w'yz"

=0
Wir zeigen nun das Lemma durch Induktion tiber dimg. Der Fall dimg = 0 ist klar. Wir
diirfen also annehmen, dafl die Behauptung fiir alle Lie Algebren h mit dim b < dim g gilt.
(1): Wir behaupten, daf fiir jede echte Unteralgebra b von g der Normalisator Ny(h) echt
grofer als b ist. Dazu betrachten wir den kanonischen Homomorphismus p: h — gl(g/h) mit
p(x)(y +b) = [z,y] + . Dadurch wird der Quotientenvektorraum g/h zu einem h-Modul. Da
x € b nilpotent ist, ist auch ad(z) nilpotent. Daher existiert fiir jedes z € h ein n > 1 mit
ad(z)" = 0, also auch mit p(z)” = 0. Wegen dim b < dim g kdnnen wir die Voraussetzung auf
die Lie Unteralgebra p(h) von gl(g/h) anwenden: Es gibt es v € g/h, v # 0 mit (g/h).v = 0.
Also gibt es ein v € g\ h mit p(h)(v + h) = 0, also mit [v,h] C bh. Also ist v € Ny(h) \ b.
(2): Wir behaupten, dafl g ein Ideal a der Kodimension 1 enthélt: dazu sei a eine echte
Unteralgebra in g von maximaler Dimension. Dann ist Ny(a) nach (1) echt gréfler als a, also
gleich g. Somit ist a sogar ein Ideal in g. Fiir z € g\ a ist auch a 4+ kx eine Unteralgebra von
g, also g = a + kx. Damit hat a aber die Kodimension 1.
(3): Wir kénnen nun die Voraussetzung auf a C gl(V') anwenden. Es folgt

Ve={veV |av=0}%£0.

Nach Lemma 1.6.12 ist dieses ein g-Untermodul von V. Fiir z € g\ a ist x eingeschrinkt
auf V® ein nilpotenter Endomorphismus von V*®. Also existiert wieder nach Voraussetzung ein
w € V*\ 0 mit z.w = 0. Wegen g = a+ kz ist dann zusammen g.w = 0. Das war zu zeigen. [

Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.6.13 folgt:
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KOROLLAR 1.6.14. Es gibt in V' eine Kette von Unterraumen
o=VWwwcwvic...cV,=V
mit dimV; =1 und g.V; =V,_1 furi=1,... n.

Also gibt es eine Basis von V', beziiglich welcher die Matrizen von Elementen in g alle echte
obere Dreiecksmatrizen sind. Ist g nun keine lineare Lie Algebra, so konnen wir eine Darstellung
p von g betrachten, zum Beispiel die adjungierte Darstellung. Das Bild p(g) ist dann wieder
eine lineare Lie Algebra.

DEFINITION 1.6.15. Eine Darstellung p: g — gl(V') heifit nilpotent, falls ein n existiert mit
p(xy) -+ p(x,) =0 fir alle z4,...,2, € g.

Wir schreiben dann auch p(g)” = 0. Die adjungierte Dartsellung von g ist genau dann
nilpotent, wenn g nilpotent ist.

LEMMA 1.6.16. Eine Darstellung p: g — gl(V') ist genau dann nilpotent, wenn es eine Basis
von V' gibt, so daf$ die Matrizen aller p(x) echte obere Dreiecksgestalt haben.

THEOREM 1.6.17 (Engel). Sei p: g — gl(V') eine endlich-dimensionale Darstellung, fir die
alle p(x) nilpotente Endomorphismen sind. Dann ist p eine nilpotente Darstellung.

BeEwEIS. Wir machen Induktion iiber dim V. Der Fall dim V' = 1 ist klar, denn jede nilpo-
tente lineare Abbildung eines 1-dimensionalen Vektorraums ist identisch Null. Zum Induk-
tionsschluBl. Wegen Lemma 1.6.13 ist V9 # 0 und somit V9 ein nicht-trivialer Untermodul
von V' mit Quotientenmodul V/V8. Sei p: g — gl(V/V?) die induzierte Darstellung von g auf
V/V8. Dann sind auch die Endomorphismen 5(z) nilpotent, und wir kénnen die Voraussetzung
auf V/V® anwenden: die Darstellung p ist nilpotent, d.h., p(g)™.(V/V?) = 0. Das bedeutet
p(g)".V C V¢ und somit p(g)" ™.V = 0. O

Fir p = ad folgt:

KOROLLAR 1.6.18 (Engel). Fine endlich-dimensionale Lie Algebra g iiber k ist genau dann
nilpotent, wenn jeder Endomorphismus ad(z) fir x € g nilpotent ist.

Nun kommen wir zu auflésbaren Lie Algebren. Analog zu Satz 1.6.8 haben wir folgendes
Resultat:

SATZ 1.6.19. Sei g eine Lie Algebra. Dann gilt:

(1) Istg auflosbar, so sind auch alle Unteralgebren und homomorphen Bilder von g auflésbar.
(2) Sei a ein Ideal von g. Sind a und g/a auflésbar, so ist auch g aufidsbar. Aufiosbarkeit
st also eine Erweiterungseigenschaft: man betrachte die kurze exakte Sequenz von Lie
Algebren
0—>a—g—g/a—0.

(3) Sind a und b auflosbare Ideale in g, so ist auch das Ideal a + b auflisbar.

BEWEIS. Zu (1): Ist a eine Unteralgebra von g, so gilt a™ c g™. Ist g™ = 0, so
auch a™ = 0. Ist p: g — b ein surjektiver Homomorphismus, so erhalten wir induktiv
©(g™) = h™, und somit h™ = 0, falls g™ = 0.

Zu (2): Sei 7: g — g/a die Quotientenabbildung. Es gilt m(g™) = (g/a)™, weil 7 surjektiv
ist. Ist also (g/a)™ =0, so folgt g™ C a, und weiter g*+™ C a™ = 0 fiir ein m > 0, weil a
auflosbar ist. Folglich ist auch g auflosbar.

Zu (3): Nach Voraussetzung und Teil (1) ist b/(a Nb) = (a + b)/a auflésbar. Wegen (2) ist
deshalb auch a + b auflosbar. O
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Im Gegensatz zum nilpotenten Fall mufl eine auflosbare Lie Algebra kein nicht-triviales
Zentrum haben. Zum Beispiel gilt Z(vy(k)) = 0.
Teil (3) des obigen Satzes impliziert, dafl es in jeder endlich-dimensionalen Lie Algebra g ein
grofites auflosbares Ideal gibt.

DEFINITION 1.6.20. Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra. Das grofite auflosbare
Ideal in g heifit das aufldsbare Radikal von g und wird mit rad(g) bezeichnet.

LEMMA 1.6.21. Fur jede endlich-dimensionale Lie Algebra g gilt
rad(g/rad(g)) = 0.

BEWEIS. Sei m: g — g/rad(g) die Quotientenabbildung und a ein auflésbares Ideal in
g/rad(g). Nun ist rad(g) C 7 '(a) ein auflosbares Ideal mit auflosbarem Quotient

m ' (a)/rad(g) = 7 (7" (a)) = a.

Daher ist 7—'(a) selbst ein auflosbares Ideal von g, also 7~'(a) C rad(g). Es folgt a =
m(r~(a)) =0 in g/ rad(g). O

LEMMA 1.6.22. Ist g halbeinfach, so folgt rad(g) = 0.

BEWwEIS. Da Ideale halbeinfacher Lie Algebren auch halbeinfach sind, ist rad(g) halbeinfach,
also perfekt: rad(g)!) = rad(g). Zugleich ist rad(g) auch auflésbar. Also gibt es ein n > 0 mit
0 = rad(g)™ = rad(g). O

Wir wollen jetzt den Satz von Lie beweisen, das Analogon des Satzes von Engel fiir auflosbare
Lie Algebren. Das folgende Lemma enthélt Lemma 1.6.12 als Spezialfall, fiir y = 0:

LEMMA 1.6.23. Sei V' ein endlich-dimensionaler g-Modul in Charakteristik Null, a ein Ideal
in g und x € a* = Hom(a, k). Dann ist

VX={veV |hv=x(h)v Vh € a}
ein g-Untermodul. Fir ein x mit VX # 0 gilt x([a, g]) = 0.

BEWEIS. Seix € g, h € aund 0 # v € VX, Definiere Rdume V,, = span{v, z.v,..., 2™ L.v}
fir m > 1 und Vy = 0. Dann gilt z.V,, C V,,.1. Wegen dimV < oo gibt es ein minimales n
mit V,, = V1. Dann ist 2.V, C V,, und somit V,, = V,, fiir m > n. Esist (v,z.v,..., 2" L)
eine Basis von V,,. Mit Induktion iiber j wollen wir
(1.4) h.(z?v) = x(h)2’ v €V

zeigen. Daraus folgt dann h.Vjy C Vjy fir alle j > 0. Zum Induktionsanfang j = 0: Dann
ist V4 = span{v} und (1.4) gilt wegen v € VX. Fir j > 1 gilt h.(27 ') = x(h)a? Lo + V4
und a.V; C V; nach Induktionsvoraussetzung. Zudem gilt z.V,;_; C V;. Also folgt
h.(2?.v) = z.(h. (27" ) + [, 2].(27 L v)
€ (x(h)x' v+ 2.V;_)) + a.Vj
C x(h)z? v+ V.

Damit ist (1.4) gezeigt. Es folgt, dafl h € a durch Endomorhismen p(h) von V,, operiert, die
beziiglich obiger Basis obere Dreiecksgestalt haben mit Diagonaleintriagen x(h). Also folgt
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tr(p(h)) = nx(h). Fir Elemente der Form [z, h] € a folgt

TLX([ZL‘, h]) = tr(p([x, h]))

= tr([p(x), p(h)])
—0.

Wegen char(k) = 0 folgt x([h,z]) = 0 (es wiirde auch char(k) > dim V' geniigen). Fiir w € VX
miissen wir nun noch x.w € VX zeigen. Das folgt aber nun aus

h.(x.w) = z.(haw) + [h, x].w
= x(h)z.w + x([h, z]).w
= x(h)z.w.
0

LEMMA 1.6.24. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik Null, V' ein
endlich-dimensionaler k-Vektorraum und g eine auflosbare Unteralgebra von gl(V'). Ist V # 0,
so existiert ein v # 0 in 'V mit g.v C kv.

BEwEIS. Wir machen eine Induktion iiber dim g. Fiir g = 0 ist nichts zu zeigen. Esseia C g
ein Unterraum der Kodimension 1, der g' enthilt. So einen Unterraum gibt es, weil g auflosbar
ist und deshalb g! # gist. Jeder Unterraum, der g' enthilt, ist ein Ideal: denn a/g' ist ein Ideal
in g/g', weil g/g' abelsch ist. Folglich ist auch a ein Ideal in g. Nach Induktionsvoraussetzung
finden wir ein v € V', v # 0 mit a.v C kv. Sei nun y € a* mit h.v = x(h).v fiir alle h € a. Dann
ist VX ein g-Untermodul nach Lemma 1.6.23. Wihle x € g\ a beliebig. Dann ist g = a + k.
Es gibt einen Eigenvektor w fiir z in VX, weil k algebraisch abgeschlossen ist. Zusammen folgt
gw C aw + kr.w C kw, weil VX ein g-Untermodul ist. O

SATz 1.6.25 (Lie). Sei g eine auflisbare Lie Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k der Charakteristik Null. Ist p: g — gl(V) eine (endlich-dimensionale) Darstellung
von g, so besitzt V' eine Basis, beziiglich welcher alle Endomorphismen p(x) fir x € g durch
obere Dreiecksmatrizen dargestellt werden.

BEwWEIS. Wir machen eine Induktion tiber dim V. Genauer zeigen wir, dal es in V' eine
g-invariante Fahne 0 = Vo, C V; C --- C V,, = V gibt mit dimV; = j. Wahlt man die Basise-
lemente fiir V' als v; € V;, so folgt die Behauptung wegen p(x)(V;) C V;. Fir V = 0 ist nichts
zu zeigen. Sei also dim V' > 1. Nach Lemma 1.6.24 gibt es ein v € V', v £ 0 mit g.v C kv. Das
bedeutet, dal W = kv ein 1-dimensionaler g-Untermodul ist. Wenden wir die Induktionsvo-
raussetzung auf den Quotientenmodul V/W an, so finden wir darin eine g-invariante Fahne
0=W; C---CW, mitdmW; =j—1. Ist m: V — V/W die Quotientenabbildung, so
definiert Vo = 0 und V; = 7! (W;) eine g-invariante Fahne in V' mit dim V; = j. O

KOROLLAR 1.6.26. Sei g eine auflosbare Lie Algebra tiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k der Charakteristik Null. Dann st jede einfache Darstellung von g 1-dimensional.

BEWEIS. Sei p: g — gl(V) eine einfache Darstellung. Dann sind die g-invarianten Rédume
V; von oben 1-dimensionale Unterdarstellungen. Sie sind aber keine echten Unterdarstellungen,
da p einfach ist. Also folgt dimV = 1. O

BEMERKUNG 1.6.27. Der Satz von Lie ist im allgemeinen falsch, wenn man eine der Vo-
raussetzungen weglasst. Man nehme etwa die Lie Algebra sly(k), und betrachte die natiirliche
Darstellung

p: sly(k) — gla(k)
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mit p(z) = (33), ply) = (99), p(h) = (§ % ). Die p(z) besitzen offensichtlich keinen gemein-
samen Eigenvektor ungleich Null fiir alle z € sly(k), so dafl es auch keine Basis gibt, in der
alle Operatoren durch obere Dreiecksgestalt dargestellt werden. Fiir Charakteristik ungleich 2
ist die Lie Algebra sly(k) allerdings auch nicht auflésbar, und deshalb der Satz von Lie nicht
anwendbar. In Charakteristik 2 hingegen ist sly(k) hier aber nilpotent, also auflésbar. Wir

haben also auch gleich ein Gegenbeispiel fiir Charaktersitik 2.

BEMERKUNG 1.6.28. Das folgende Beispiel widerlegt den Satz von Lie in jeder Charakter-
istik p > 0: Sei g = to(k) mit char(k) = p. Wir wéhlen die Lie Klammer als [z,y] = 2 und
definieren eine p-dimensionale Darstellung

p:g—gl(V)

der auflésbaren Lie Algebra g auf dem Vektorraum V mit Basis (ey,...,¢,) durch p(z) = E,
p(y) = F mit

Man rechnet nach, daf3
[E, Fl(e1) = E(F(e1)) — F(E(er))
=0—(p—1)e,

[E, F](e;) = E(F(e;)) — F(E(e;))
=(i—1)e;-1 — (1 — 2)e;q

fir ¢ > 2. Also ist [p(z), p(y)] = [E, F] = E = p(x) und p wegen char(k) = p tatséchlich eine
Darstellung (in Charakteristik Null hingegen nicht !). Die Operatoren E, F' haben die Gestalt

0100 -+ 0 000 0 0
0010 -0 010 0 0
00 0 1 : 00 20 0
b= e F=1looo0 3 0
0000 - 1 Do 0
1000 --- 0 0000 p—1

Aus Ev = M und Fv = po folgt schnell v = 0, zuerst fiir p = 0, dann fiir g # 0. Die p(v)
haben also keinen gemeinsamen Eigenvektor ungleich Null.

Wir wollen hier erwéhnen, daf es ein Analogon von Lie’s Theorem fiir algebraische Gruppen
gibt, das von Ellis Kolchin (1916-1991) bewiesen wurde.

THEOREM 1.6.29 (Lie-Kolchin). Sei G eine zusammenhdingende auflosbare lineare alge-
braische Gruppe tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper beliebiger Charakteristik. Sei
p: G — GL(V) eine Darstellung auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum. Dann existiert
ein von Null verschiedener gemeinsamer Eigenvektor v € V' fiir alle p(g) mit g € G.
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Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [20]. Der Satz ist zum Beispiel {iber R nicht mehr
richtig. Man betrachte dazu die folgende zusammenhéngende kommutative lineare algebraische

Gruppe iiber R:
G:{(sz)\ﬁ+h2:LmbeR}.

Sei p die natiirliche Darstellung. Offensichtlich ist p(G) nicht triangulierbar tiber R.
Wir formulieren noch ein Korollar zum Satz von Lie.

KOROLLAR 1.6.30. Sei g eine Lie Algebra tiber einem Korper der Charakteristik Null. Dann
ist g genau dann auflosbar, wenn g* = [g, g] nilpotent ist.

BEWEIS. Es sei g' nilpotent. Dann sind g! und g/g' beide auflosbar, namlich nilpotent
bzw. abelsch. Nach Satz 1.6.19 ist dann auch g auflosbar. Das gilt auch in Charakteristik
p > 0.

Fiir die Umkehrung brauchen wir aber Charakteristik Null. Sei g auflosbar. Wir nehmen zuerst
einmal k = k an. Dann konnen wir den Satz von Lie mit der adjungierten Darstellung von
g anwenden. Beziiglich einer geeigneten Basis von g besteht die Unteralgebra ad(g) C gl(g)
aus oberen Dreiecksmatrizen. Folglich besteht [ad(g),ad(g)] = ad([g, g]) aus echten oberen
Dreiecksmatrizen und ist daher nilpotent. Da der Kern von ad: [g, g] — gl(g) im Zentrum von
g, g] liegt, ist damit auch [g, g] nilpotent, nach Satz 1.6.8. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen,
so konnen wir die Methode der Skalarerweiterung anwenden. Sei F ein algebraischer Abschlufl
von k. Fiir einen k-Vektorraum V' betrachtet man Vg = V ®; F. Ist g auflosbar, so auch gp.
Also ist [gr, gr] nach obigem Argument nilpotent, und somit auch [g, g]. O

BEMERKUNG 1.6.31. Es gibt Beispiele von auflosbaren Lie Algebren in Charakteristik p > 0,
deren Kommutatoralgebra nicht nilpotent ist. Wir kénnen aus 1.6.28 ein solches Beispiel leicht
konstruieren: Sei g = to(k) und V' die angegebene p-dimensionale Darstellung. Wir machen

h=goV
zu einer Lie Algebra, indem wir V' als abelsche Lie Algebra ansehen und g durch p auf V
operieren lassen. Konkret gesprochen hat b die Basis (z,y,e,...,¢e,) und Lie Klammern
[z, y] =«
[l‘ ) 61] = Cp;,
)

[z, 6] =ei—1, 1 > 2,
[y,e) =(i—1)e;, 1 <i<p.

Da V und der Quotient h/V auflésbar sind, ist es auch h. Doch [h,h] = kz @ V ist nicht
nilpotent: [h, h]' = [h, h]? = --- = V. Dieses Beispiel steht schon in [21].

Man kann aus dem Satz von Lie noch folgendes Korollar ableiten.

KOROLLAR 1.6.32. Sei g eine Lie Algebra tber einem Korper k der Charakteristik Null.
Dann ist [g,rad(g)] ein nilpotentes Ideal von g. Es gilt also [g,rad(g)] C nil(g).
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1.7. Die Klassifikation von Lie Algebren kleiner Dimension

Wir wollen hier alle Lie Algebren der Dimension n = 1,2, 3 iiber einem beliebigen Korper
k Klassifizieren. Fiir n = 1,2 ist das Resultat sehr iibersichtlich. In Dimension 3 hingegen,
tiber einem unendlichen Korper, gibt es bereits unendlich viele nicht-isomorphe (auflosbare)
Lie Algebren. Wir unterscheiden die Félle dann nach der Dimension von g' = [g, g|.

e dimg = 1: Hier ist g = k die 1-dimensionale Lie Algebra mit der trivialen Lie Klammer.

e dimg = 2,dimg' = 0: Wir haben die abelsche Lie Algebra g = k2.

e dimg =2 ,dimg! = 1: Sei g = kz + ky. Dann ist [g, g] = k - [z, y] automatisch O-dimensional
oder 1-dimensional. Wir diirfen hier nun annehmen, daf [g, g] = ky ist. Das bedeutet, [z,y] =
ay mit einem « # 0. Indem wir z durch o'z ersetzen, diirfen wir weiterhin annehmen, daf
[z,y] = y gilt. Wir bezeichnen diese Lie Algebra als to(k). Jede nicht-abelsche 2-dimensionale
Lie Algebra isomorph zu ty(k), wie wir gerade gezeigt haben. Diese Lie Algebra ist auch
isomorph zu aff(k) = k x k mit [x,y] = [(1,0),(0,1)] = (0,1) = y.

e dimg = 3,dim g* = 0: Wir haben die abelsche Lie Algebra g = k3.

e dimg = 3,dimg!’ = 1: Angenommen, g' C Z(g). Sei g' = k2. Wir erganzen z zu einer
Basis (z,y, z) von g. Wegen z € Z(g) haben wir [z, z] = [y, 2] = 0. Wir diirfen annehmen, daf
[z,y] = z gilt. Dann ist g isomorph zur Heisenberg Lie Algebra hs(k). Liegt g' = ky nicht im
Zentrum von g, so existiert ein 2/ € g mit [2/,y] # 0. Da dim g' = 1 ist, haben wir [2/,y] = ay,
und daher [z,y] = y mit x = a~'2’. Die Unteralgebra a = kx + ky ist also isomorph zu vy (k).
Wegen g! C a ist a sogar ein Ideal von g. Sei z € g\ a. Wegen Der(a) = ad(a) (siehe Beispiel
1.2.5) existiert ein w € a mit ad(z), = ad(w). Damit ist [z —w,a] = 0. Also haben wir eine
direkte Zerlegung g=a @ k- (z — w) = vo(k) & k.

e dimg = 3,dimg' = 2: Wir behaupten, dafl g! abelsch ist. Andernfalls wire namlich g! =
to(k) und somit g = to(k) @ k, wie oben. Das stiinde im Widerspruch zu dim g' = 2. Also ist
g! ein abelsches Ideal von g. Wihlen wir nun ein x € g\ g', so ist

g2 ke x gl 2k x k2

Diese Lie Algebren sind auflosbar. Jedes solche semidirekte Produkt 1&8t sich durch einen
Homomorphismus D: k — gla(k), d.h., durch eine linear Abbildung A = D(1) € GLy(k)
bestimmen. Die Lie Klammer in g ist dann fiir z, 2’ € k£ und ¢,# € k gegeben durch

[(t,2), (', 2")] = (0,tAz" — ' Ax).

Die Matrix A ist invertierbar wegen dim g! = 2. Wir bezeichnen die so erhaltene Lie Algebra
mit g4. Die Frage ist, wie man die Isomorphieklassen solcher Lie Algebren bestimmt. Sei also
©: ga — gp ein Isomorphismus zweier solcher Lie Algebren. Dann gilt ¢(g}) C gk. Also gibt
es ein C' € GLy(k), ein a € k* und ein y € k* mit o(t,z) = (at, Cx + ty). Andererseits gilt fiir
alle t.t/, x, x'
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(0,tCAz" —'CAz) = o([(t, z), (t',2")]4)
— p(t,2), ot )]s
= [(at, Cx + ty), (at’, C2' + t'y)|p
= (0,at BCz' + att' By — at' BCx — att’' By)
= (0, atBC2' — at'BCx).

Daraus folgt CA = aBC oder

A=aC'BC.
Wir kénnen nun die Gruppe G = k* x GLy(k) auf GLy(k) durch (o, C).A = aC~tAC operieren
lassen. Dann sind die Lie Algebren g4 und gg genau dann isomorph, wenn A und B in der
gleichen Bahn liegen. Nun muss man noch die Bahnen bestimmen. Sei dazu zunachst k

algebraisch abgeschlossen. Es folgt aus dem Satz iiber die Jordansche Normalform, daf} ein
Reprasentantensystem fiir die Bahnen der Operation von G unter den folgenden Matrizen zu

finden ist:
11 1 0 .
(O 1), (O )\),)\ek.

Das entspricht den folgenden Lie Algebren:

t3(k) @ [e1,ea] = eq, [e1, €3] = ea + €3,
t3 (k) @ [er, €] = €2, [er, €3] = Aeg, A # 0.

Dabei sind die einzigen Isomorphismen mit A,y € k* wie folgt: v3,(k) = v3,(k) genau dann
wenn \ = p oder Ay = 1 ist.
Tatsachlich kann man die Klassifikation {iber jedem Korper angeben, siehe [13]:

SATZ 1.7.1. Sei g eine 3-dimensionale Lie Algebra tber einem beliebigen Korper k mit
dim g* = 2. Dann ist g isomorph zu einer der folgenden auflosbaren Lie Algebren:
L' [es,eq] = eq, [es, €3] = e,
Li D les, e1] = eg, [es,ex] = aey ey, a # 0,
L} i les, e1] = eq, [e3, 0] = aey, a # 0.

Die einzigen Isomorphismen sind, fir o, 8 € k*, wie folgt: L3 = Lg genau dann wenn o = 23
mit einem t € k*.

e dimg = 3,dimg' = 3: Zunichst einmal folgt, dafl g einfach ist: andernfalls hitte g
ein nicht-triviales Ideal a, das wegen dima < 2 auflosbar sein miifte. Ebenso wire auch g/a
auflosbar, und damit g selbst auflosbar, was wegen g! = g unmoglich ist. Widerspruch.

Sei (e, €2, e3) eine Basis von g und setze

fi= [62763]7 fo= [63761], fs= [61,62]-
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Wegen g! = g ist dann (fy, fo, f3) ebenfalls eine Basis von g. Wir konnen die eine Basis durch
die andere ausdriicken:
3
fi = Z aijej.
j=1

Die Jacobi-Identitét J(x,y, z) = 0 in g beziiglich der Basis (e, €3, €3) erzwingt dann Bedingun-
gen an die Koeffizienten a;;: die Matrix

A= (a45)1<ij<s

mufl symmetrisch sein. Wegen der Schiefsymmetrie der Lie Klammer ist J = 0, sobald zwei
Elemente gleich sind. Es geniigt also, die Bedingung J(ey, €2, e3) = 0 auszuwerten:

0= J(€1,€2,€3)
= [e1, [e2, €3]] + [ez, [e3, en]] + [e3, [e1, ea]]
= [e1, fil + [ea, fo] + [e3, f3]
= a12f3 — a13fo — az1 f3 + axfi +azifo — asxnfi.

Umgekehrt erhalten wir zu jeder symmetrischen Matrix A € M3(k) eine Lie Algebra g4, indem
wir die Klammern [e;, e;] geméfl A vorgeben. Damit haben wir alle 3-dimensionalen einfachen
Lie Algebren beschrieben. Nun mufl man noch feststellen, wann zwei Lie Algebren g4 und gg
isomorph sind. Sei M die Matrix eines Isomorphismus ¢: g4 — g5. Ahnlich wie zuvor rechnet
man nach, dafl
B =det(M)(M ')'AM™!

gilt. Wenn wir nun eine Operation der Gruppe G = k* x GL3(k) auf dem Raum der sym-
metrischen Matrizen in M;z(k) durch (o, C)A = aCAC? definieren, so sehen wir, dafl g4 und
gp genau dann isomorph sind, wenn A und B in der gleichen G-Bahn liegen. Ist £k alge-
braisch abgeschlossen und char(k) # 2, so kann man jede symmetrische Bilinearform aus
der zugehorigen quadratischen Form rekonstruieren und somit eine Hauptachsentransforma-
tion durchfithren. Folglich besteht das Reprasentantensystem nur aus der Identitit A = Ej.
Das entspricht der Lie Algebra

s03(k) : [e1,ea] = e3, [ea, €3] = €1, [e3,e1] = ea.

Sie ist isomorph zu sly(k): der Isomorphismus ¢: sly(k) — so3(k) ist gegeben durch

t t 0
=0 0 2¢],
1 -1 0

wobei t € k eine Losung von t2 4 1 = 0 ist.

SATZ 1.7.2. Sei g eine einfache, 3-dimensionale Lie Algebra tiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper k mit char(k) # 2. Dann ist g = sly(k).

Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so bleibt dieser Satz i.a. nicht richtig. Es ist leicht
zu sehen, daBl zum Beispiel sly(R) und soz(R) nicht isomorph sein kénnen: die erste Algebra
besitzt eine 2-dimensionale Unteralgebra, die zweite nicht.

SATZ 1.7.3. Sei g eine einfache, reelle 3-dimensionale Lie Algebra. Dann ist g isomorph zu
sly(R) oder so3(R) .
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Ist char(k) = 2, so ist g = sly(k) nicht mehr einfach, sondern nilpotent. Es gibt aber eine
andere Lie Algebra, die dann einfach ist:

W(l;z)@) :

[.T,y] = h, [h,l’] =, [hvy] =Y.

Das folgende Resultat findet sich in [31]:

SATZ 1.7.4. Sei g eine einfache, 3-dimensionale Lie Algebra tiber einem algebraisch abgeschlosse-

nen Kérper oder einem endlichen Kdrper k mit char(k) = 2. Dann ist g = W(1;2)®.

Fiir endliche Képer im allgemeinen gilt [31]:

SATZ 1.7.5. Sei g eine einfache, 3-dimensionale Lie Algebra tber einem einem endlichen
Korper k der Charakteristik p > 3. Dann ist g = sly(k).

In Dimension 4 wird die Klassifikation noch viel komplizierter.

Fur £ = C erhalten wir

folgende Liste, wobei «, 8 komplexe Parameter sind.

g Lie brackets
go=C* -
g =n3(C)pC [e1, e2] = €3
g2 = ny(C) le1, e2] = e3, [e1,e3] = e4

g3 = 12(C) @ C?
g1 = 13(C) ® 12(C)
g5 = 5[2<(C) @ C
e
g7()
gs
99(a7 B)
go(@)

[61, 62] = €2
[61, 62] = €3, [63, 64] = €4
[61762] = €2, [61763] = —€3, [62763] =€

[e1, €2] = e, [e1, €3] = e3, [e1,e4] = €4
le1, €2] = €2, [€1, €3] = €3, [e1, e4] = €5+ ey
[61, 62] = €9, [61, 63] = €3, [61, 64] = 264, [62, 63] = €4
le1, e2] = €, [e1, €3] = ex + aes, [eq, eq] = e3 + fey
le1, €2] = €9, [e1, €3] = €3 + aes,
le1, e4] = (a+ 1)ey, [ea, €3] = €4

Hier gilt gio(a) = g10(c’) genau dann wenn aa’ = 1 or a = o’. Weiterhin gilt go(avy, £1) =
go(ve, B2) genau dann wenn die Doppelverhéltnisse 1 : g : f; und 1 : ay : B9 iibereinstimmen,
bis auf Permutation. Das bedeutet, fiir a, 8 # 0:

99<a7 ﬁ) = 99<O/7 ﬁ/>

genau dann, wenn (o, ') eine der folgenden Méglichkeiten ist:

o (42). (). (42).(52)

Mit anderen Worten, alle [somorphismen lassen sich aus den folgenden zwei zusammmenset-

zen:

99(a76> = gQ(ﬁv(X)
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Weiterhin sind noch die folgenden Lie Algebren zerlegbar:
97(0) = 13,(C) & C,
g9(a,0) Z t3,(C) @ C with o # 0, 1
99(0,1) =2 ¢3(C)® C.

31
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1.8. Lie Gruppen und Lie Algebren

Lie Gruppen bilden die bedeutendste Klasse differenzierbarer Mannigfaltigkeiten. Wichtige
endlich-dimensionale Beispiele sind die algemeine lineare Gruppe G L, (R), die unitidre Gruppe,
die orthogonale Gruppe und die spezielle lineare Gruppe. Von zentraler Wichtigkeit fiir die Lie
Theorie ist die Beziehung zwischen einer Lie Gruppe und ihrer Lie Algebra. Wir wollen kurz
andeuten, wie diese Beziehung aussieht. Der Vollstandigkeit halber hier die Definition einer Lie
Gruppe.

DEFINITION 1.8.1. Eine Lie Gruppe G ist eine Gruppe, deren Elemente die Punkte einer
glatten Mannigfaltigkeit bilden, so dafl die Gruppenmultiplikation G x G — G eine glatte
Abbildung ist.

Die Abbildung # — 27! ist dann auch glatt. Fiir eine Lie Gruppe G kann man den
Tangentialraum an der Eins betrachten, also 77(G). Dieser Vektorraum hat eine Lie Klammer.
Auf diese Weise erhélt man die Lie Algebra g von G. Die Zuordnung G — T1(G) ist sogar ein
Funktor von der Kategorie der Lie Gruppen in die Kategorie der Lie Algebren.

Wir wollen uns das anschauen am Beispiel der orthogonale Gruppe G = O(n), die aus den
n x n-Matrizen A besteht mit A’A = E,. Sie ist eine Lie Gruppe. Wie kommen wir nun zu
ihrer Lie Algebra so(n) 7 Wir betrachten differenzierbare Familien

A:]—¢,e[-» O(n) cR™

fiir ein £ > 0 mit A(0) = E,,. Alle Eintrige sollen also differenzierbare Funktionen sein. Nun
leiten wir die Bedingung A(t)'A(t) = E, nach t ab:

A(t)A(t) + A(t)A(t) = 0,
und setzen t = 0 ein, womit

A(0) + A(0) =0

gilt, also X + X' = 0 mit X = A(0). Mit anderen Worten, so(n) besteht aus den schiefsym-
metrischen n x n-Matrizen. Wie wir schon wissen, definiert der Kommutator auf diesem Raum
eine Lie Klammer. Wir haben damit den Tangentialraum 7;(O(n)) ausgerechnet.
Betrachten wir fiir ein A € O(n) die Konjugation c4: O(n) — O(n), mit B — ABA~!. Wenn

wir statt einer festen Matrix A hier wieder eine differenzierbare Familie wie oben nehmen, nach
t ableiten und dann ¢ = 0 setzen, so bekommen wir

(A(BA(t) ™) li—o = A(0)B — BA(0).
Dabei haben wir ‘
(A = —A@0) A A[L) ™
verwendet, was durch Ableiten von A(t)A(t)~! = E, folgt. Wir sehen, dafl wir genau die
adjungierte Darstellung der Lie Algebra ausgerechnet haben:
ad(X): so(n) — so(n)
Y - XY -YX.
Eine natiirliche Frage ist nun, ob man den eben beschriebenen Weg umkehren kann. Das
ist zumindest teilweise moglich, namlich wenn die Lie Gruppe zusammenhéangend und einfach
zusammenhéngend ist. Dann ist die Lie Gruppe bis auf Isomorphismus durch ihre Lie Algebra

bestimmt. Die sogenannte Exponentialfunktion exp: g — G ist dabei ein lokaler Diffeomor-
phismus. Zusétzlich gilt, mit Hilfe des Satzes von Ado:
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THEOREM 1.8.2 (Lie’s third theorem). Jede endlich-dimensionale Lie algebra ist isomorph
zu einer Lie algebra einer Lie Gruppe.

Insgesamt haben wir folgendes Resultat:

THEOREM 1.8.3. Der Funktor G — T1(G) definiert eine Aquivalenz von Kategorien zwis-
chen der Kategorie der zusammenhangenden, einfach zusammenhdngenden Lie Gruppen und
der Kategorie der Lie Algebren.

Was passiert in unserem Beispiel G = O(n) 7 Die Exponentialabbildung
exp: s0(n) — SO(n)

hat als Bild nur die Untergruppe SO(n) von O(n) der orthogonalen Matrizen aus O(n) mit De-
terminante +1. Als topologischer Raum besteht O(n) aus zwei Zusammenhangskomponenten,
wovon die zweite aus orhogonalen Matrizen der Determinante —1 besteht. Fir A € gl(n) ist

exp(A) durch
A2 A
eA:En+A+§_|_..._|_F_|_...

gegeben. Diese Reihe konvergiert gleichméfig auf jeder beschrinkten Teilmenge von gl(n) und
es gilt det(e?) = e Also ist e? € GL(n). AuBerdem ist eA*P = eAeB | falls AB = BA und
BGABfl — eBABfl.

Fiir so(n) erhalten wir also die Lie Gruppe SO(n) zuriick, und nicht O(n). Also sollten wir fiir
unsere Korrespondenz einfach zusammenhéangende Lie Gruppen vorziehen.

BEISPIEL 1.8.4. Fir die Matriv A = () 7) € s05(R) ist
oA (COS@ —sinf

sinff cosf

= ) € SOy (R).
Man kann sich fragen, wann die Exponentialabbildung tatsachlich surjektiv ist. Selbst fiir

zusammmenhangende Matrixgruppen mufl das namlich nicht unbedingt der Fall sein. In der
Tat ist namlich z.B.

exp: sl,(R) — SL,(R)

fiir n > 2 nicht surjektiv. Um das einzusehen, diirfen wir n = 2 annehmen. Sei also

a=(e )

eine beliebige Matrix aus sly(R). Dann ist A% = (a* + bc)Ey = — det(A)E,. Ist also det(A) = 0
dann ist e = Ey + A, und somit tr(e?) = 2. Fiir det(A4) > 0 kann man ein w > 0 finden mit
det(A) = w?, also w? = —(a? + be). Dann ist A? = —w?F, und

sin(w)

A

e” = cos(w)Ey + A.

Damit ist dann tr(e?) = 2 cos(w) € [—2,2]. Zuletzt kann noch det(A) < 0 sein, oder a®+bc > 0.
Dann gibt es ein > 0 mit n* = a® + bc, und A% = n*E,. Dann folgt

sinh(n)

et = cosh(n)E, + A.
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Das bedeutet tr(e?) = 2cosh(w) € [2,00). Insgesamt folgt immer tr(e?) > —2. Deshalb ist es
jetzt klar, dafl zum Beispiel

A (‘02 _01) # exp(sty(R)),

2
aber sehr wohl A € SLy(R) liegt. Man iiberlege sich, daf iibrigens auch, fiir A # 0 alle Matrizen

1= (30 1) #ewtenm)

nicht im Bild von exp liegen.

Andererseits gilt aber folgender Satz:

SATZ 1.8.5. Sei G eine zusammmenhdngende kompakte reelle Lie Gruppe. Dann ist die
Ezxponentialabbildung surjektiv.

Das ist aber nicht das einzige Kriterium. Zum Beispiel ist exp: gl,,(C) — GL,,(C) surjektiv,
wéhrend exp: sl,(C) — SL,(C) und exp: gl,(R) — GL,(R) es nicht sind. Zu diesem Thema
gibt es umfangreiche Untersuchungen, siehe zum Beispiel [14] und die angegebenen Referenzen.
Wir wollen noch erwahnen, dafi nicht alle endlich-dimensionalen Lie Gruppen Matrixgruppen
sein miissen. Sei

z 1
y 7x7y7z€R ) N: O

Dann ist N ein Normalteiler in G und H = G//N eine 3-dimensionale Lie Gruppe.
SATZ 1.8.6. Jeder Lie Homomorphismus ¢: H — GL,(R) hat einen nicht-trivialen Kern.
Mit anderen Worten, es gibt gar keine treue Darstellung. Somit ist H keine Matrixgruppe.



CHAPTER 2

Strukturtheorie von Lie Algebren

2.1. Die Jordan-Zerlegung

Sei k ein Korper der Charaketristik Null. Fiir einen Endomorphismus = € End (V') erinnern
wir an den Figenraum E\(z) zum Eigenwert A € k, der durch

E\(z) = ker(z — \id)
gegeben ist. Der Hauptraum, oder verallgemeinerte Eigenraum von z zu A ist durch

Hy(x) = U ker(z — \id)"

n>0
gegeben.

DEFINITION 2.1.1. Ein x € End(V) heifit diagonalisierbar, falls V' die direkte Summe der
Eigenrdume von z ist, also V' = @, E\(x). Wir nennen x halbeinfach, wenn V' als Modul der
Lie Algebra kx C End(V') halbeinfach ist.

Ist x € End(V) nilpotent, so ist V' = Hy(z). Die Umkehrung gilt i.a. nur dann, wenn V'
endlich-dimensional ist. Es ist x halbeinfach, wenn zu jedem z-invarianten Unterraum U C V
ein komplementérer z-invarianter Unterraum U’ existiert mit V' = U @ U’. Man kann zeigen,
da x halbeinfach ist genau dann, wenn die Wurzeln seines Minimalpolynoms iiber £ alle
verschieden sind.

LEMMA 2.1.2. Ist k algebraisch abgeschlossen, so ist x € End(V') genau dann halbeinfach,
wenn x diagonalisierbar ist.

BEWEIS. Es sei z diagonalisierbar. Dann ist V' die direkte Summe der Eigenraume, und
damit auch Summe von 1-dimensionalen z-invarianten Unterraumen, die einfache kx-Untermoduln
sind. Aus Satz 1.2.26, Teil (2) folgt, dal « halbeinfach ist. Sei umgekehrt x halbeinfach. Dann
ist V nach Satz 1.2.26 die direkte Summe einfacher kx-Moduln. Es geniigt daher zu zeigen, dafl
jeder einfache kz-Modul 1-dimensional ist, denn jeder 1-dimensionale kx-Untermodul wird von
einem Eigenvektor von = aufgespannt. Sei also V' # 0 ein einfacher kx-Modul und v € V' \ 0.
Dann folgt V' = span{z".v | n > 0}. Die rechte Seite ist ndmlich ein von Null verschiedener -
invarianter Unterraum, also gleich ganz V. Waren nun alle 2”.v linear unabhangig, dann ware
U = span{z".v | n > 1} ein echter z-invarianter Unterraum, im Widerspruch zur Annahme.

Also gibt es ein n > 1, so daf z".v die Linearkombination von v, z.v, . .. ,x" Lo ist. Also ist V
endlich-dimensional. Weil k = k ist, hat  dann einen Eigenvektor w in V und V = span{w}
ist 1-dimensional. O

LEMMA 2.1.3. Es seien x,y € End(V') zwei kommutierende Endomorphismen. Sind x und
y diagonalisierbar, so auch ihre Summe x +y. Sind x und y nilpotent, so auch ihre Summe
Tr+y.

35
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BEWEIS. Die erste Aussage ist ein bekanntes Resultat in der lineare Algebra tiber das simul-
tane Diagonalisieren von kommutierenden Endomorphismen. Fiir k algebraisch abgeschlossen
konnen wir den Beweis mit Lemma 2.1.2 wie folgt fithren: Fiir jeden Eigenvektor v € E)(x)
gilt zy(v) = yz(v) = Ay(v). Also ist yv € Ey(z) und y 1dBt die Eigenrdume von z invariant.
Da y diagonalisierbar ist, ist V' ein halbeinfacher ky-Modul. Untermoduln von V sind daher
auch halbeinfach. Damit ist auch die Einschrankung von y auf die Eigenrdume von z diag-
onalisierbar. Es gibt also eine Basis von Eigenvektoren beziiglich welcher z und y simultan
Diagonalgestalt haben. Es folgt, dafl  + y diagonalisierbar ist.

Sind z" = y™ = 0, so folgt wegen xy = yx aus der binomischen Formel

(x+y)f=> <l:> 'y,

i+j=k
Fiir kK > n +m — 1 verschwinden alle Summanden und es gilt (z + y)* = 0. O

SATz 2.1.4 (Jordan-Chevalley). Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum dber einem
algebraisch abgeschlossenen Kérper k und x € End(V'). Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Es gibt eindeutige s, x,, € End(V') mit x = x5+ x,,, wobei xg halbeinfach, x,, nilpotent
1st und x4, x, kommutieren.
) Die Eigenrdume von xs sind die Hauptrdume von x, d.h., Ex(xs) = H)(x).
) Es gibt Polynome p(t), q(t) € k[t] ohne konstanten Term mit v5 = p(x) und x,, = q(z).
) Vertauscht y € End(V') mit x, so auch mit x5 und z,,.

(2
(3
(4
(5) Vertauschen x,y € End(V), so gilt (x +y)s = ©s + ys und (z + Y)n = Ty, + Yn.

BEWEIS. Es seien «; die verschiedenen Eigenwerte von x mit Multiplizitaten m;, fir ¢ =
1,...,k. Also hat z das charakteristische Polynom

k
f= H(t — )™,
i—1

das in Linearfaktoren zerféllt, weil k£ algebraisch abgeschlossen ist. V ist die direkte Summe der
Eigenrdume FE; = E,, (x), von denen jeder z-invariant ist. Auf F; hat x das charakteristische
Polynom (¢ — «;)™. Nun wenden wir den chinesischen Restsatz fiir den Ring R = k[t] an. Er
liefert ein Polynom p mit:

p(t) =a; mod (t — o)™
p(t) =0 mod t.

Wir setzen ¢(t) =t — p(t). Klarerweise haben p und ¢ keinen konstanten Term. Sei z; = p(z)
und x, = ¢(x). Das sind Polynome in . Also kommutieren sie miteinander, d.h., [z, z,] = 0.
Ebenso kommutieren sie mit Endomorphismen, die mit x kommutieren. Sie lassen auch die
Eigenraume FE; invariant. Die erste Kongruenz zeigt, dal die Restriktion von xy — «a;id auf
FE; identisch Null ist, fiir alle 2. Deshalb operiert z; diagonal auf E; mit einzigem Eigenwert
«;. Nach Definition ist z, = x — x; dann nilpotent. Damit sind (3), (4) und (1) bis auf die
Eindeutigkeit gezeigt. Sei also x = s + n eine weitere solche Zerlegung. Da s und n mit x
vertauschen, so vertauschen sie auch mit x, und z,. Es gilt

S— Ty =N — Ty

Da die Differenz von zwei kommutierenden diagonalisierbaren Endomorphismen s und z, wieder
diagonalisierbar ist, und n — x,, wieder nilpotent ist, sind s — x, = n — z,, gleichzeitig diagonal-
isierbar und nilpotent, also identisch Null. Mit anderen Worten s = z, und n = x,,.
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Vertauschen z,y € End(V'), so besagt Lemma 2.1.3, da8 z;+ys diagonalisierbar ist, und z,, +y,
nilpotent. Beide kommutieren miteinander und es gilt * + y = (x5 + ys) + (2, + yn). Wegen
der Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung folgt die Behauptung.

Punkt (2) tiberlassen wir dem Leser. O

DEFINITION 2.1.5. Die Zerlegung © = =5 + x, heilit additive Jordan Zerlegung von x €
End(V). Dabei heifit =5 der halbeinfache Teil, und z,, der nilpotente Teil von z.

BEISPIEL 2.1.6. Die Jordan-Zerlegung von x = (1) ist

(60

Dagegen ist die Jordan-Zerlegung von = = (}3) schon x = x, selbst, und nicht etwa

= (05)+ (0 d)

Diese beiden Matrizen sind zwar halbeinfach, bzw. nilpotent, kommutieren aber nicht. =z ist
bereits halbeinfach und hat nilpotenten Teil z,, = 0.

KOROLLAR 2.1.7. Sei x = x5+, die Jordan-Zerlegung von x € End(V'). Sind Unterrdume
E CF CV mitx(F) CE gegeben, so folgt xs(F) C E und z,(F) C E.

BEWEIS. Fiir jedes Polynom p(t) € t - k[t] gilt dann p(x)F C E. Die Behauptung folgt also
aus Satz 2.1.4. 0J

LEMMA 2.1.8. Es sei V' endlich-dimensional und x € End(V'). Ist x nilpotent bzw. diago-
nalisierbar, so auch ad(z).

BEWEIS. Es seien L, und R, die Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit x. Dann ist
ad(z) = L, — R,
(L., R = 0.
Wir miissen also wegen Lemma 2.1.3 nur zeigen, dal L,, R, die Diagonalisierbarkeit bzw.
Nilpotenz von « erbt. Sei x nilpotent und 2™ = 0. Dann ist L} = L,» = 0 und ebenso R} = 0.
Demnach ist auch L, — R, nilpotent. Sei nun x diagonalisierbar und Ay, ... A, die verschiedenen
Eigenwerte von x. Wir haben V' = @}_, E, (). Fiir y € End(V') schreiben wir y = 377, | yjk
mit y;p Ly, () C E(x). Wir betrachten also die Blockmatrix von y beziiglich der direkten
Summe von V' in die Eigenraume. Dann ist
Loyik = Ay
Royin = MeYjk
ad(@)yjk = (Aj = Ae)Yjn-
Somit sind L,, R, € End(End(V)) diagonalisierbare Endomorphismen von
End(V). O
KOROLLAR 2.1.9. Sei z € End(V) und v = x5+ x,, die Jordan-Zerlegung. Dann ist ad(z) =
ad(zs) + ad(z,,) die Jordan-Zerlegung von ad(z) in End( End(V)).

BEWEIS. Wegen Lemma 2.1.8 ist ad(zs) diagonalisierbar und ad(z,) nilpotent. Da sie
wegen [ad(z;),ad(x,)] = ad([zs, x,]) = 0 kommutieren, folgt die Behauptung aus der Ein-
deutigkeit der Jordan-Zerlegung. OJ
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SATZ 2.1.10. Sei A eine endlich-dimensionale k-Algebra. Dann enthdlt die Lie Algebra
Der(A) den halbeinfachen und nilpotenten Teil aller ihrer Elemente.

BEWEIS. Sei D = D, + D,, die Jordan-Zerlegung. Es geniigt D, € Der(A) zu zeigen, da
Der(A) ein Vektorraum ist, also dann D,, = D — D € Der(A) folgt. Fir a,b € Aund A\, u € k
gilt fiir alle n > 1

(2.1) (D — (A + p)id)"(ab) = Y (Z) (D — Xid)*(a)(D — pid)"*(b).

k=0
Ist a € Ex(Ds) = Hy\(D), und b € E,(D,) = H,(D), so folgt ab € E\,(Dy) = Hy;,(D), also
Dg(ab) = (A + p)ab. Andererseits ist Ds(a)b+ aDs(b) = Aab+ pab = (A + p)ab. Da aber A die
direkte Summe der E)(D;) ist, folgt daraus, dafl D, eine Derivation von A ist. O

Ein Endomorphismus = € End(V') heifit unipotent, falls id —x nilpotent ist. Aquivalent dazu
ist die Bedingung, daf alle Eigenwerte in k gleich 1 sind. Ist = z, + x,, die additive Jordan-
Zerlegung, so ist g, = id 4z 'z, unipotent. Wir erwiahnen die multiplikative Jordan-Zerlegung
flir algebraische Gruppen.

SATZ 2.1.11. Ser G eine algebraische Gruppe tiber einem perfekten Korper k. Fir jedes
Element g € G(k) gibt es eindeutig bestimmte Elemente gs, g, € G(k) mit ¢ = gsgu = Gugs-
Fiir alle Darstellungen ¢: G — GL(V) ist ¢(gs) halbeinfach und ¢(g,) unipotent.

Jedes g € Aut(V) eines endlich-dimensionalen Vektorraums iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper hat eine eindeutige Jordan-Zerlegung g = gs9, = g.9s, wobei g, halbeinfach und g,
unipotent ist. Fiir g, h € Aut(V') mit gh = hg gilt (gh)s = gshs und (gh), = gyl
Ist G eine Untergruppe von GL,(k), so kann es Elemente g geben, fiir die nicht unbedingt
Js, gu € G gilt. Man betrachte etwa

1006 )

Die eindeutige multiplikative Jordan-Zerlegung des Elementes g der Ordung 2 ist

0 2)=6 56

Sowohl g, als auch g, liegen nicht in G. Ist G aber abgeschlossen, also eine lineare algebraische
Gruppe, dann gilt g5, g, € G fiir alle g € G.

Mit dem sogenannten Satz von Weyl, den wir in Theorem 2.3.7 beweisen, kann man folgen-
den Satz zeigen:

SATz 2.1.12. Seig C gl(V') eine halbeinfache lineare Lie Algebra und V' endlich-dimensional.
Dann enthdlt g die halbeinfachen und nilpotenten Teile aller Elemente x € g.

Fiir einen Beweis siehe [19]. Bisher haben wir die Jordan-Zerlegung nur fiir lineare Lie Al-
gebren definiert. Sie wird auch konkrete Jordan-Zerlegung genannt. Fiir beliebige Lie Algebren
kann man sich fragen, ob und wie man eine abstrakte Jordan-Zerlegung definieren kann. Der
folgende Satz gibt eine positive Antwort fiir halbeinfache Lie Algebren.

SATZ 2.1.13. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra tiber einem Korper der Charakteristik Null.
Sei x € g. Dann ¢ibt es eindeutige Elemente s,n € g mit
(1) x =s+n.
(2) [s,n] =0.
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(3) ad(s) ist halbeinfach und ad(n) ist nilpotent.

Der Beweis beruht vor allem auf Korollar 2.2.18, namlich, dafl

Der(g) = ad(g)

gilt, also alle Derivationen halbeinfacher Lie Algebren innere Derivationen sind.

Das Element s wird halbeinfacher Teil von x genannt, und n der nilpotente Teil von x. Oft
wird s auch ad-halbeinfach genannt, oder einfach nur halbeinfach. Ebenso nennt man n dann
auch ad-nilpotent. Ist g eine lineare halbeinfache Lie Algebra, so stimmen die konkrete und
abstrakte Jordan-Zerlegung iiberein.
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2.2. Das Kriterium von Cartan
DEFINITION 2.2.1. Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra. Die Form x: g x g — k mit
r(z,y) = tr(ad(x) ad(y))
heilt Killingform, oder Cartan-Killing-Form.

Allgemeiner konnen wir fiir jede endlich-dimensionale Darstellung p: g — gl(V') die Form
ko(x,y) = tr(p(x)p(y)) definieren. Dann ist k£ = Kaq.

DEFINITION 2.2.2. Eine Bilinearform §: g x g — k heif3t invariant, falls
Bz, y],2) + By, [2,2]) = 0
fir alle z,y, z € g ist.

Auch hier konnen wir die Invarianz beziiglich einer Darstellung p allgemeiner definieren
durch B(p(z)(v),w) + B(v, p(z)(w)) = 0 fir alle x € g und v, w € V.

DEFINITION 2.2.3. Ist § eine Bilinearform auf V und U C V, so definieren wir den Orthog-
onalraum

Ut ={veV|Bwu) =0 YucU}.

LEMMA 2.2.4. Sei p: g — gl(V) eine endlich-dimensionale Darstellung. Dann ist k, eine
symmetrische, invariante Bilinearform auf g. Istn ein nilpotentes Ideal von g, so ist k(n,g) = 0,
alson C g*.

BEWEIS. Es ist s,(z,y) = tr(p(z)p(y
ro(l,y], 2) = tr(p(la, y])p(2)

)

)p(y)p(2)) — tr(p(y)p(x)p(2))
= tr(p(y)p(2)p(z)) — tr(p(y)p(z)p(2))
= tr(p(y)p([z, z))
= —ky(y, [z, 2])

Sei z € nund y € g. Da n nilpotent ist, besteht ad(n) aus echten Dreiecksmatrizen. Wir setzen
V; = ad(n)’(g) fur j > 0. Wegen [n,g] C n folgt ad(z) ad(y)V; C V;_1. Also ist die Spur von
ad(z) ad(y) gleich Null, d.h., k(z,y) = 0. O

Insbesondere ist die Killingform einer nilpotenten Lie Algebra identisch Null.
LEMMA 2.2.5. Fiir D € Der(g) und x,y € g gilt x(D(z),y) + x(x, D(y)) = 0.
BeEWEIS. Wegen [D, ad(z)] = ad(D(z)) und der Invarianz gilt

(D(x),y) = tr(ad(D(z)) ad(y))

= tr([D, ad(x)] ad(y))
= —tr(ad(2)[D, ad(y)])
= —tr(ad(z) ad(D(y)))
= —r(z, D(y)).
O

LEMMA 2.2.6. Ist p: g — gl(V) eine Darstellung, und 5 eine invariante Bilinearform auf
g, sowie U C 'V eine Unterdarstellung von V', so ist auch U+ eine Unterdarstellung von V.
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BEWEIS. Seien u € U, v € Ut und x € g. Dann gilt 8(p(z)(v),u) = —B(v, p(x)(u)) = 0,
weil p(x)(u) € U ist. Also folgt p(x)(v) € U+, und somit ist U~ invariant unter g. O

Angewandt auf die Killingform g = « folgt das

KOROLLAR 2.2.7. Fiir jedes Ideal a in g ist der Orthogonalraum a* beziiglich der Killingform
wieder ein Ideal in g.

SATZ 2.2.8. Sei V' ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und E C F' zweir Unterraume
von End(V'). Sei x € End(V) ein Endomorphismus mit ad(x)(F) C E. Gilt tr(zy) = 0 fir alle
y € End(V) mit ad(y)(F) C E, so ist x nilpotent.

BEWEIS. Sei M = {y € End(V) | ad(y)(F) C E}. Angenommen, k ist algebraisch
abgeschlossen. Sei (vy, ..., v,) eine Basis von V aus Eigenvektoren von zg, sagen wir z,0; = \jv;
fiir geeignete \; € k. Sei QQ = spang{Ay, ..., A,} der Q-Vektorraum in k, der von den \; aufges-
pannt wird. Wir miissen () = 0 zeigen. Dann ist + = =, + x, = x, nilpotent. Angenom-
men, () # 0. Dann ist auch der Dualraum Q* von Null verschieden. Es gibt also eine nicht-
verschwindende Q-lineare Abbildung f: @ — Q. Definiere y € End(V') durch yv; = f(\;)v; fiir
1 =1,...,n. Wir behaupten, dafl y € M gilt. Wir haben

ad(y)(Ey;) = (f (M) — f(A)) Es
= f(xi = N E;
fiir alle 7 und j. Also ist
E,(ad(y)) = Ex(ad(xs))

fN)=n
und insbesondere ad(y)(F') C E, weil ad(zs)(F) C E gilt, sieche Korollar 2.1.7. Also gilt nach
Voraussetzung

0 = tr(zy) = Z A f ().
Deshalb folgt -
0= f(0) = fler(my)) = > FON)*

Demnach ist f(A;) = 0 fiir alle 4 im Widerspruch zur Annahme f # 0. Ist k nicht algebraisch
abgeschlossen, so ersetzen wir V' durch V ®,F mit F = k, und betrachten anstatt z,y € End(V)
ihre F-linearen Fortsetzungen in End(V @ F). Wir tiberlassen die Einzelheiten dem Leser. [J

Wir kommen nun zum linearen Fall des sogenannten Cartan-Kriteriums.

SATz 2.2.9. Sei g C gl(V') eine lineare Lie Algebra iber einem Kérper k der Charakteristik
Null. Dann ist g genau dann auflosbar, wenn tr(xy) = 0 fir alle x € g und alle y € g, g].

BEWEIS. Wir diirfen annehmen, dafl k£ algebraisch abgeschlossen ist, denn andernfalls er-
setzen wir V durch V ®; F und g durch g ®; F mit F = k.
Ist g auflésbar, so konnen wir g nach dem Satz von Lie mit einer Lie-Unteralgebra von t, (k)
identifizieren und [g, g] mit einer Unteralgebra von n,(k). Aber fir x € t,(k) und y € n, (k)
gilt tr(xy) = 0. Das Argument ist das gleiche wie in Lemma 2.2.4.
Es gelte umgekehrt tr(zy) = 0 fiir alle 2 € g und y € [g,g]. Es geniigt zu zeigen, daB [g, g]
nilpotent ist, wegen Korollar 1.6.32. Dann ist g auflosbar. Nach dem Satz von Engel ist [g, g]
nilpotent genau dann wenn alle ad(x) fiir € [g, g] nilpotent sind. Wir zeigen, daf§ alle x € [g, g]
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nilpotent sind. Lemma 2.1.8 besagt, dafl dann auch alle ad(z) nilpotent sind. Wir fixieren ein
beliebiges = € [g,g]. Wir wollen nun Satz 2.2.8 mit £ = [g,g] und F' = g anwenden, mit
gC M={ye€EndV)]| [y,g8] C[g, 0]} Dazu miissen wir tr(zy) = 0 fiir alle y € M zeigen.
Nun ist # Summe von Kommutatoren, und die Spur ist linear. Es reicht also, tr([a, bly) = 0 mit
a,b € g fir alle y € M zu zeigen. Wegen der Invarianz der Spurform gilt tr([a, bly) = tr(a[b, y]).
Wir haben [b, y] € [g, g] wegen y € M. Nach Voraussetzung ist diese Spur auf der rechten Seite
aber immer Null, und Satz 2.2.8 besagt, dafl x € [g, g] nilpotent ist. O

KOROLLAR 2.2.10. Sei g eine Lie Algebra iber einem Korper k der Charakteristik Null.
Dann ist g genau dann auflésbar, wenn (g, [g, g]) = 0 ist.

BEWEIS. Ist g auflosbar, so ist auch ad(g) als homomorphes Bild auflésbar. Das bedeutet
nach obigem Satz tr(ad(z)ad(y)) = 0 fiir alle x € g und alle y € [g, g].
Ist umgekehrt (g,[g,g]) = 0, so ist ad(g) nach dem Cartan-Kriterium auflosbar. Wegen
ad(g) = g/Z(g) ist damit auch g auflésbar. O

BEMERKUNG 2.2.11. Die Bedingung (g, [g, g]) = 0 kann man auch als [g, g]* = g schreiben.
Es bedeutet tr(ad(z) ad(y)) = 0 fiir alle z € g und alle y € [g, g]. Im allgemeinen gilt [g, g]* =
rad(g), wie man leicht zeigen kann. Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dafl g endlich-dimensional
ist. Es gilt auch, daff g genau dann auflosbar ist, wenn x,(g, [g, g]) = 0 ist, wobei p eine endlich-
dimensionale Darstellung von g ist.

Ein weiteres Kriterium von Cartan betrifft die Halbeinfachheit von g:

SATZ 2.2.12. Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra tiber einem Korper k der Charak-
teristik Null. Dann sind folgende Aussagen daquivalent:

(1) g ist halbeinfach.
(2) Das aufisbare Radikal rad(g) ist Null.
(3) Die Killingform auf g ist nicht ausgeartet.

BEWEIS. (1) = (2): Das ist genau die Aussage von Lemma 1.6.22.
(2) = (3): Sei a = gt der Orthogonalraum von g beziiglich x. Dann ist a ein Ideal in
g wegen Korollar 2.2.7. Wir behaupten, dafl r.(z,y) = k(z,y) gilt fir alle z,y € a: Die
Endomorphismen ad(z) und ad(y) bilden g nach a ab. Somit gilt dies auch fiir ad(z)ad(y).
Dabher ist

ka(7,y) = tr(ad(z)q ad(y)a) = tr((ad(z) ad(y))a)
— tr(ad(z) ad(y)) = £(z,3).
Also folgt
’%a(a7 [aa Cl]) = ’%(a7 [aa Cl]) - ’%(a7 g) =0.
Nach Korollar 2.2.10 ist a also auflésbar. Damit ist a C rad(g) = 0 und & nicht ausgeartet.
(3) = (2): Sei a ein abelsches Ideal in g. Fir x € a und y € g ist im(ad(z)ad(y)) eine
Unteralgebra von a und somit (ad(z)ad(y))? = 0, da a abelsch ist. Somit ist ad(z)ad(y)
nilpotent und tr(ad(x)ad(y)) = 0. Es gilt also x(a,g) = 0. Da & nicht ausgeartet ist, folgt
a=0. Also ist rad(g) = 0.
(2) = (1): Sei a ein Ideal in g. Dann ist b = a* N a ein Ideal in g. Die Restriktion von  auf
b x b verschwindet: fiir a,b € b und = € g gilt [b,x] € b, also insbesondere [b, z] € at und

k([a,b],z) = k(a,[b,x]) = 0. Nach Korollar 2.2.10 ist b auflosbar, also b C rad(g) = 0. Das
bedeutet at Na = 0. Wie wir schon gezeigt haben, folgt aus (2), dal x nicht ausgeartet ist.
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Also ist dima* = dimg — dima, und deshalb g = a @ a* eine direkte Summe von Idealen.
Damit ist g reduktiv. Da aber Z(g) C rad(g) = 0 ist, muf} g sogar halbeinfach sein, siehe Satz
1.4.5. ]

BEMERKUNG 2.2.13. Die Folgerung (1) = (3) ist in Charakteristik p > 0 im allgemeinen
nicht giiltig. Hingegen folgt (3) = (1) auch in Charakteristik p.

Im Beweis oben haben wir auch folgende Tatsache gezeigt, die wir explizit als Lemma
formulieren wollen:

LEMMA 2.2.14. Sei a ein Ideal in g. Dann ist die Killingform k. von a die Restriktion der
Killingform k von g auf a X a.

KOROLLAR 2.2.15. Sein > 2 und k ein Korper der Charakteristik Null. Dann ist die Lie
Algebra sl, (k) halbeinfach.

BEwEIs. Nach dem Cartan-Kriterium gentigt es zu zeigen, dafl die Killingform auf sl, (k)
nicht-ausgeartet ist. Sei also X = (x;;) € sl,,(k) gegeben mit x(X,Y) = 0 fiir alle Y € sl,,(k).
Es gilt x(X,Y) = 2ntr(XY'), wie man explizit nachrechnen kann. Fiir Y = E;; mit i # j folgt
deshalb

0= HJ(X, EZ]) = 277,.1’]2
Wegen 2n # 0 folgt, dal X eine Diagonalmatrix ist. Fiir Y = E;; — F;; erhalten wir
0= H(X, E“ - Ejj) = 2TL(ZL‘“ — ZL‘jj)

fir 1 <i4,j7 < mn. Alsoist X = AE,. Wegen tr(X) = 0 folgt X = 0. Damit ist x nicht-
ausgeartet. O

KOROLLAR 2.2.16. Die Lie Algebra g/ rad(g) ist halbeinfach.

BEWEIS. Wegen Lemma 1.6.21 ist rad(s) = 0 fiir s = g/ rad(g). Satz 2.2.12 besagt, da8 s
halbeinfach ist. O

SATZ 2.2.17. Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra tiber einem Korper k der Charak-
teristik Null, und a ein halbeinfaches Ideal in g. Dann ist g = a®a’ und a* ist der Zentralisator
von a in g.

BEWEIS. Da a halbeinfach ist, ist die Killingform xq = f|qxq von a nicht ausgeartet. Wie
oben folgt, dal g = a @ at die direkte Summe von Idealen ist. Wegen Z(a) = 0 ist der
Zentralisator von a gleich at, also Z4(a) = at. O

KOROLLAR 2.2.18. Es sei g eine endlich-dimensionale halbeinfache Lie Algebra tber einem
Korper k der Charakteristik Null. Dann gilt Der(g) = ad(g), d.h., alle Derivationen von g sind
innere Derivationen.

BEWwWEIS. Wir wenden Satz 2.2.17 fiir die Lie Algebra Der(g) an. Wegen Z(g) = 0 ist
ad(g) = g ein halbeinfaches Ideal in Der(g). Also ist Der(g) = ad(g) @ ad(g)*. Aber ad(g)" ist
der Zentralisator von ad(g) in Der(g) nach Satz 2.2.17, und der ist Null: fiir D € ad(g)* gilt

ad(D(x)) = [D,ad(z)] =0 Vuze€g.
Da ad injektiv ist, folgt D = 0 und somit ad(g)* = 0. OJ
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2.3. Der Satz von Weyl

Der Satz von Weyl ist ein zentrales Resultat der Darstellungstheorie halbeinfacher Lie Al-

gebren. Wir nehmen hier stets an, dal sowohl die Lie Algebra wie auch ihre Darstellungen
endlich-dimensional sind. Der urspriingliche Beweis von Weyl verwendet Integration auf kom-
pakten Lie Gruppen. FEin rein algebraischer Beweis wurde erst in den 30er Jahren von van
der Waerden gefunden, nach Vorarbeit von Hedrik Casimir (theoretischer Physiker, Holldnder,
1909-2000). Brauer fand 1937 einen weiteren, vereinfachten Beweis. Im Rahmen von Lie Alge-
bra Kohomologie bewies Whitehead den Satz erneut.
Wir wollen jetzt einen solchen algebraischen Beweis vorfithren. Ein wesentliches Hilfsmittel dazu
sind die Casismir-Elemente, die man nicht-ausgearteten invarianten Bilinearformen zuordnet.
Sei ( eine solche Bilinearform. Das Radikal von 3 ist definiert als rad(8) = {z € g | B(z,y) =
0 Vy € g}. Die Nicht-Ausartung von § bedeutet rad(5) = 0. In diesem Fall gibt es zu einer Ba-
sis (x1,...,m,) von g eine eindeutig bestimmte duale Basis (z?,...,2") beziiglich 3, die durch
B(xi,27) = b;; definiert ist.

LEMMA 2.3.1. Sei 8 eine nicht-ausgeartete invariante Bilinearform auf der Lie Algebra g
mit Basis (x1,...,x,) und (z',... 2") die duale Basis beziiglich 3. Sei p: g — A ein Homo-

morphismus in eine assoziative Algebra, also mit p([x,y]) = p(x)p(y) — p(y)p(x) = [p(x), p(y)].
Dann kommutiert das Element

aus A mit allen p(z).
BEWEIS. Sei z € g. Dann kénnen wir schreiben

n

(2, z5] = Z kT s

k=1
[2,27] = Z a?k
k=1
mit axj, a’* € k. Es gilt
Akj = 5([271’j],1’k> = _6<xj7 [27xk]> = _a’kj'

Wir haben
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Damit folgt dann, mit Q = Q(g, p),

Qp(z) — p(2)Q = Z p(a)p(;)p(2) = p(2)p(a’)p(x;)
= >~ pla)lplay). p(2)] = [p(2): ool
=2 p@)p(lws. 2)) = pllz 2 ole;)

= Z —akjp(xj)p(xk) - ajkp(ffk)P(xj)

- Z a" p(a?) p(xy) — a’* p(a*) p(x;)

= Z a¥ p(a?) p(zy) — Z a* p(a) p(a)
Grk=1 Jk=1

= 0.

O

DEFINITION 2.3.2. Sei 3 eine nicht ausgeartete invariante Bilinearform auf g und p eine
Darstellung von g wie oben, dann heifit das Element Q(5, p) € A das Casismir-Element zu
und p.

Man zeigt, daB8 Q(f3, p) nicht von der Wahl der Basis von g abhéngt.

LEMMA 2.3.3. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra und p: g — gl(V') eine treue Darstel-
lung von g. Dann ist B(x,y) = tr(p(z)p(y)) eine symmetrische, nicht-ausgeartete, invariante
Bilinearform auf g.

BeweIs. Eine Spurform ist invariant wegen tr([A, B]C) = tr(A[B, C]) fir A, B,C € End(V).
Deshalb ist rad(5) ein Ideal in g. Da p injektiv ist gilt p(rad(5)) = rad (). Nach Definition des
Radikals ist die Spurform aber Null auf dem Radikal, also rad(f) auflésbar nach dem linearen
Cartan-Kriterium. Das bedeutet rad(f3) C rad(g) = 0 und f ist nicht-ausgeartet. O

In der Situation des Lemmas konnen wir das Casimir-Element beziiglich f und p mit
A = End(V) definieren. Dann ist p eine Lie Algebra Darstellung, und Q(f, p) ist ein En-
domorphismus von V', der dann auch Casimir-Operator heifit. Man berechnet dann

tr(2) = Z tr(p(z;)p(a”))
- Z 6(1% xj)

= i 1 =dimg.
j=1
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Insbesondere konnte man p = ad wahlen, welches eine treue Darstellung von g ist, weil g
halbeinfach ist und deshalb ker(ad) = Z(g) = 0 gilt. Oder g ist bereits eine halbeinfache
lineare Lie Algebra mit p = id injektiv. Wir schauen uns genau so ein Beispiel an:

BEISPIEL 2.3.4. Sei g = sly(k), V = k? und p die identische Abbildung g — gl(V). Sei
(x,y,h) die Standardbasis von g und B die Spurform auf g. Dann ist

Q(8,id) — (362 392) .

In der Tat ist die Dualbasis beziiglich 5 durch (y, x, %) gegeben. Dann ist

Q(8,1d) = p(a)p(y) + p(y)p(r) + p(;l ;- (362 392> :

wenn man sich erinnert (Beispiel 1.2.16), da8

p(x):(g é) p(y)=<$ 8)7 W’):((l) —01)

Es ist kein Zufall, dafl € hier als Skalar operiert, d.h., als A-id mit A € k. Die Darstellung p ist
némlich einfach und Q kommutiert mit allen p(z) nach Lemma 2.3.1. Nach dem Lemma von
Schur 1.2.31 ist © = X -id. In der Tat ist hier A = 2 = ((;iiTm\g/'

Wir wollen noch ein Lemma erwahnen, dessen Beweis man leicht mit dem Schurschen Lemma
fithren kann, siehe etwa [19].

LEMMA 2.3.5. Sei g eine einfache Lie Algebra sind a(x,y) und f(x,y) zwei symmetrische,
nicht-ausgeartete, invariante Bilinearformen auf g, dann gibt es einen von Null verschiedenen
Skalar p € k* mit o(z,y) = pb(x,y) fir alle z,y € g.

Insbesondere ist die Killingform ein skalares Vielfaches der Spurform fiir einfache lineare
Lie Algebren. Wir haben das fiir einige Algebren in folgender Tabelle zusammengefafit, die bis
auf gl(n) einfach sind.

g | k(. y)
gl(n), n>2 | 2ntr(zy) — 2tr(x) tr(y)
sl(n), n > 2 2ntr(xy)
so(n), n >3 (n —2) tr(zy)
sp(2n), n >1 2(n+ 1) tr(zy)

BEMERKUNG 2.3.6. Eine interessante Frage ist, ob man fiir einfache Matrix Lie Algebren
auch tr(ad®(z)ad®(y)) durch die Spurform ausdriicken kann. Wir machen den Ansatz

tr((ad(z))?(ad(y))?) = an tr(2®y?) + Ba tr(zyzy) + yn tr(z?) tr(y®)
+ 5n(tr(xy))2.

In der Tat kann man zeigen, daf fiir alle z,y € sl(n) gilt
tr((ad(2))*(ad(y))?) = 2ntr(z®y?) + 2tr(2?) tr(y?) + 4(tr(zy))*.
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Man beachte aber, dafl fiir n < 4 eine solche Darstellung nicht eindeutig ist. Fiir n = 3 liefert
obiger Ansatz zum Beispiel die Gleichungen

B3 + 03 = 4
az + 3 + 273 + 203 = 18
ag + Ps +4vy3 + 03 = 18.

Dieses lineare Gleichungssystem ist nicht eindeutig 16sbar. Fir sl(n) mit n > 4 erhalten wir
aus unserem Ansatz die Gleichungen

Qp + Brn + 29, + 26, = 2n + 12
an + Bn + 47, + 0, = 2n + 12
Yo = 2

welches die oben angegebene eindeutige Losung besitzt. Man erhalt diese Gleichungen durch
explizites Ausrechnen beziiglich der Standardbasis von sl(n). Dabei rechnet man die adjungierte
Darstellung mit der Formel (1.1) aus. Fiir die Elemente h; = E;; — E;11,41 zum Beispiel ist
ad(h;) eine Diagonalmatrix mit 2(n — 2) Einsen, 2(n — 2) mal —1, einmal 2, einmal —2 und
sonst Nullen auf der Diagonalen. Also ist ad®(h;) eine Diagonalmatrix mit 4(n —2) Einsen und

2 Vieren auf der Diagonale, hat also die Spur 4n. Entsprechend gilt tr(ad*(h;)) = 4n + 24.
Setzt man also in unserem Ansatz x = y = h; ein, so erhilt man

dn + 24 = 2, + 26, + 47, + 40,

Das ist genau die zweite Gleichung von oben, sofern 2 # 0 gilt.
Man kann auch zeigen, daf§ fiir alle z,y € so(n) gilt

tr((ad(2))*(ad(y))?) = (n — 6) tr(a®y?) — 2tr(zyay) + tr(z?) tr(y?)
+ 2(tr(zy))>.
Kommen wir nun zum Satz von Weyl zuriick.

THEOREM 2.3.7 (Weyl). Seip: g — gl(V') eine Darstellung einer halbeinfachen Lie Algebra
der Charakteristik Null. Dann ist p halbeinfach.

BEWEIS. (1): Zunéchst ist V' halbeinfach als g-Modul genau dann wenn V' halbeinfach als
p(g)-Modul ist. Mit anderen Worten, wir konnen g durch p(g) ersetzen und sofort annehmen,
daB wir g C gl(V') und p = id haben. Dann ist 3(z,y) = tr(zy) eine symmetrische invariante
Bilinearform, die nicht ausgeartet ist, weil rad(3) ein auflosbares Ideal ist, nach dem linearen
Cartan-Kriterium. Also ist rad(5) C rad(g) = 0. Damit kénnen wir das assoziierte Casismir-
Element Q = Y7, p(2;)p(2?) € End(V) definieren und Q liegt in Endy(V) = {A € End(V) |
Ar = A Vx € g} mit tr(2) = dimg = n. Man beachte, da Az und A Produkte von
Endomorphismen sind. Ist jetzt p eine einfache Darstellung, so ist €2 ein Automorphismus von
V: es gilt tr(€Q2) # 0, weil g # 0 und char(k) = 0 ist. Also ist Q # 0 und das Lemma von Schur
liefert uns 2 = X - id mit X\ # 0.

(2): Sei jetzt W C V eine Unterdarstellung der Kodimension 1. Wir zeigen, daBl W ein
Komplement besitzt. Wegen dim V/W = 1 operiert g = [g,g] trivial auf V/W, denn alle
Kommutatoren von Endomorphismen eines 1-dimensionalen Vektorraums verschwinden.
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(a): Wir zeigen dazu zuerst, daB wir W als einfach voraussetzen diirfen. Denn wenn die
Behauptung in (2) fiir alle einfachen Moduln gilt, zeigen wir mit Induktion iiber dim V', daf sie
dann allgemein gilt. Dazu sei 0 # V; C V' ein minimaler Untermodul. Ist V' einfach, ist nichts
zu zeigen. Also sei V' nicht einfach, und somit V; # V. Ist Vi N W = 0, so ist V] bereits ein
Modulkomplement fiir W, weil dann W + V; = V' gilt wegen dim V/W = 1. Ist Vi N W # 0,
so folgt Vi C W aus der Minimalitat von V;. Nun wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf
V/Vi an: der Untermodul W/V; der Kodimension 1 hat ein Modulkomplement U, das wir als

Uu=U"/\
schreiben kénnen fiir einen Untermodul U” D V; von V. Wir haben also W/Vy @ U’ /V; = V/V}
mit dimU’/V; = 1. Damit ist V4 C U’ ein einfacher Untermodul der Kodimension 1. Dafiir
konnen wir aber die Behauptung (2) anwenden und finden ein Modulkomplement V5 zu V; in

U', also V; @ Vo = U'. Dann ist V5 ein Modulkomplement zu W in V', also V = W @& V5, weil
dimW +dimV, = (dimV — 1)+ 1 =dimV und W NV, = 0.

(b): Wir zeigen, daB g treu auf W operiert. Sei a = {z € g | z.W = 0}. Das ist ein Ideal. Da g
halbeinfach ist, ist auch a halbeinfach, d.h. a = [a,a]. Wegen g.(V/W) = 0ist g.V C W, also
[a,a] =0, denn fiir 2,y € aist xy.V C x.W = 0. Damit ist @ = 0 und somit die Darstellung
von g auf W treu.

(c): Sei W also einfach, siehe (a). Sei py die Darstellung von g auf V' und py die Einschriankung
auf W. Letztere ist treu, siehe (b). Damit konnen wir den Casismir-Operator Qy € End(V)
definieren, der zu der Form &, (x,y) = tr(pw(z)pw (y)) gehort. Wegen (1) ist Qu auf dem
einfachen Modul W injektiv, weil er dort als Skalar ungleich Null operiert. Also ist ker(Qy)
ein 1-dimensionaler g-Untermodul von V, der trivialen Schnitt mit W hat: V- =W & ker(Qy).
Das gesuchte Komplement zu W in V ist also ker(Qw ).

(3): Jetzt konnen wir den allgemeinen Fall angehen, wo W C V ein beliebiger Untermodul ist.

Der Raum Hom(V, W) wird durch
r.p=pw(x)ep—ypopy(z), z€g,o€Hom(V,IW)
zu einem g-Modul. Der Raum
U ={p € Hom(V.W) | gw € k -idw}
ist dann ein g-Untermodul, denn fiir ¢ € U gilt sogar (z.¢)(W) = 0: wir erhalten ndmlich mit
ow = A-idy und w € W
(z.¢)(w) = z.p(w) — p(z.w)

=z.(Aw) — Az.w

= 0.
Damit ist Uy = {¢ € U | (W) = 0} ein Untermodul von U mit dim U/Uy = 1. Mit (2) finden
wir deshalb ein ¢ € U mit ki & Uy = U. Nach geeigneter Skalarmultiplikation diirfen wir
Yyw = idy annehmen. Dann ist der 1-dimensionale g-Modul kv trivial, also gilt x.¢) = 0 und
damit z.¢(v) — ¢¥(z.v) = (z.9)(v) = 0. Demnach ist ¢ ist ein g-Modulhomomorphismus und

deshalb ker(¢)) ein Untermodul von V. Aber dann ist ker(y)) in V' ein zu W komplementérer
Untermodul, d.h., V' = ker(¢)) @ W. O

BEMERKUNG 2.3.8. Es gilt auch die Umkehrung des Theorems von Weyl. Wenn jede
endlich-dimensionale Darstellung von g halbeinfach ist, so ist g halbeinfach. Das Argument



2.3. DER SATZ VON WEYL 49

ist wie folgt. Da die adjungierte Darstellung halbeinfach ist, hat jedes Ideal in g ein komple-
mentares Ideal, kann also als Quotient von g angesehen werden. Angenommen, g ware nicht
halbeinfach. Dann héatte g einen kommutativen Quotienten, also einen 1-dimensionalen Quo-
tienten k. Doch die Lie Algebra g = k hat auch Darstellungen, die nicht halbeinfach sind, siehe
Beispiel 1.2.28. Das ist ein Widerspruch.
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2.4. Der Satz von Levi

In diesem Abschnitt seien alle Lie Algebren endlich-dimensional iiber einem Ko&rper der
Charakteristik Null. Der Satz von Levi besagt, dafl es in einer Lie Algebra g eine halbeinfache

Unteralgebra s gibt, ein sogenanntes Levi-Komplement, mit g = s x rad(g). Mit anderen
Worten, die kurze exakte Sequenz von Lie Algebren

0—rad(g) >g—5—0

spaltet. Dann ist s = g/ rad(g). Ein Levi-Komplement ist nicht eindeutig. Der Satz von Malcev
besagt aber, daf§ alle Levi-Komplemente unter speziellen Automorphismen von g zueinander
konjugiert sind. Die Existenz von Levi-Komplementen reduziert die Klassifikation von Lie Al-
gebren im wesentlichen auf die der halbeinfachen und auflosbaren Lie Algebren. Wir bendtigen
zum Beweis des Satzes von Levi noch folgende Lemmata:

LEMMA 2.4.1. Sei a: g — b ein surjektiver Homomorphismus von Lie Algebren. Dann gilt
a(rad(g)) = rad(h).

BEWwEIS. Da rad(g) ein auflgsbares Ideal in g ist, mufl auch «(rad(g)) ein auflosbares Ideal
in b sein, weil a ein surjektiver Homomorphismus ist. Also gilt «a(rad(g)) C rad(h). Die
Begriindung dafiir ist wie folgt. Zunéchst ist a(rad(g)) ein Ideal in b, weil

[h, a(rad(g))] = [a(g), a(rad(g))] = a([g,rad(g)]) C a(rad(g))

gilt. Es ist auflosbar, weil homomorphe Bilder auflésbarer Lie Algebren wieder auflosbar sind.
Fiir die Umkehrung betrachten wir den Quotientenhomomorphismus 7: h — b/« (rad(g)) und
den Homomorphismus f = moa: g — h/a(rad(g)). Wegen rad(g) C ker(3) faktorisiert 8 zu
einem surjektiven Homomorphismus 3': g/ rad(g) — h/a(rad(g)). Da g/ rad(g) halbeinfach ist
wegen Korollar 2.2.16 ist auch h/a(rad(g)) halbeinfach, als homomorphes Bild von g/ rad(g).
Deshalb ist m(rad(h)) C rad(h/a(rad(g))) = 0, also rad(h) C a(rad(g)). O

LEMMA 2.4.2. Sei V ein g-Modul, a ein Ideal in g, und Z,(w) = {z € a | z.w = 0} fir
weV. Esseiv eV ein Element mit g.v = a.v und Zy(v) = 0. Dann gilt g = Z4(v) X a.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist Zg(v) Na = Zy(v) = 0, a ein Ideal, sowie Z;(v) eine
Unteralgebra von g. Wir miissen noch zeigen, daf auch Z;(v) + a = g gilt. Dazu betrachten
wir die lineare Abbildung ¢: g — V, = — z.wv. Wegen gv = awv gilt ¢(g) = ¢(a), also
g = ker(p) +a = Z(v) +a. O

THEOREM 2.4.3 (Levi). Jede kurze exakte Sequenz von Lie Algebren
0 —rad(g) > g>s5—0

mit einer halbeinfachen Lie Algebra s spaltet, d.h., es gibt einen Homomorphismus B:§ — g
mit oo = id,.

BEWEIS. Es sei a = ker(a) = ¢(rad(g)). Wir machen eine Induktion iiber dim a. Fiir a =0
ist a sowohl ein injektiver wie auch surjektiver Homomorphismus. Dann folgt die Behauptung
mit 3 = a~!. Es sei also a # 0. Wir unterscheiden verschiedene Fille.

1. Fuall: Es gibt ein echtes minimales Ideal a; von a, also ungleich 0 und a. Dann faktorisiert
a zu einem surjektiven Homomorphismus

Qaq: g/Cll — 5
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mit dimker(ay) = dima — dima; < dima = dimker(«). Nach Induktionsvoraussetzung ex-
istiert ein Homomorhismus

f1:s —g/a;  mit agof =ids.
Sei q: g — g/a; die Quotientenabbildung und

b=q""(6i(s))
das Urbild von (31 (s) unter ¢. Dann ist b eine Unteralgebra von g und der Homomorphismus
a:q|bib—>ﬁ1(5)%5, T2+ ay

ist surjektiv. Wegen dimker(a) = dima; < dima = dim ker(«) existiert nach Induktionsvo-
raussetzung ein Homomorphismus

B=p(s) = b mit dof=ids-.
Dann ist aber g = B o 81: 5§ — g ein Homomorphismus mit

aof=ajo(@cf)eh =areh =id,
und wir sind fertig.

2. Fall: Das Ideal a ist minimal und von 0 verschieden. Wir haben a(rad(g)) = rad(s) = 0
wegen Lemma 2.4.1 und weil s halbeinfach ist. Also ist rad(g) C ker(«) = a. Ist rad(g) = 0,
so ist a = ker(a) = ¢(0) = 0, Widerspruch. Sei also rad(g) # 0. Man wéihle n > 1 maximal
mit rad(g)™ # 0. Das ist ein abelsches Ideal ungleich Null von g wegen 0 = rad(g)™*" =
[rad(g)™,rad(g)™]. Da aber a minimal war, folgt a C rad(g)™. Also ist a abelsch. Dann
enthélt die Darstellung

p:g—glla), z—ad(z) |,
also a im Kern und faktorisiert daher nach dem Homomorphiesatz zu einer Darstellung von

g/a auf a. Da a: g — s ein surjektiver Homomorphismus ist, gilt g/ ker(a) = g/a = 5. So wird
a zu einem s-Modul, der sogar einfach ist, weil a minimal ist.

Fall 2a: Sei a ein trivialer s-Modul. Dann ist a im Zentrum von g. Damit ist a im Kern
der adjungierten Darstellung von g. Wieder nach dem Homomorphiesatz faktorisiert die ad-
jungierte Darstellung von g also zu einer Darstellung von s. Somit wird g zu einem s-Modul,
der halbeinfach ist nach dem Satz von Weyl. Also gibt es ein Komplement zu a, also ein zu a
komplementéres Ideal in g. Damit ist aber g = g/a ® a = s @ rad(g). Daher spaltet die kurze
exakte Sequenz im Theorem.

Fall 2b: Sei a ein nicht-trivialer s-Modul. Der Vektorraum V' = End(g) wird durch z.p =
lad(x), ¢] zu einem g-Modul. Wir betrachten die folgenden Unterrdume P C Q C R von V:

P = ad(a),
Q={peV|p(@ Ca, p(a) =0},
R={peV|p(g) Ca, g€ k-ida}.

Dabei ist (9 der Kern der linearen Abbildung y: R — k mit ¢ |;= x(p) - id,. Deshalb ist
dim(R/Q) < 1. Wir zeigen, daB diese Unterrdume g-Untermoduln sind. Sei y € g. Fir
ad(z) € P ist y.ad(z) = [ad(y),ad(z)] = ad([z,y]) € P. Deshalb ist P ein Untermodul. Um
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zu sehen, dafl R und ) Untermoduln sind, geniigt es g.R C ) zu zeigen. Sei alsox € g, ¢ € R
und ¢ [;= Aid,. Fiir a € a ist dann
(z.¢)(a) = z.¢(a) — ¢([z,a))
= z.(Aa) — Az, d
=0,

also z.p € ). Das war zu zeigen.
Weiterhin folgt a.R C P, denn fiir y € a ist ad(y)(a) = 0 weil a abelsch ist, und deshalb

yo =ad(y)ep —peoad(y) = —Aad(y) € P.

Damit operiert das Ideal a trivial auf dem Quotientenmodul R/P, der dadurch zu einem g/a-
Modul wird, also zu einem s-Modul. Nach dem Satz von Weyl existiert zu dem Untermodul
Q/P von R/P ein Modulkomplement U mit dimU = 1. Es wird von einem v € R\ @
aufgespannt, von dem wir v |,= id, annehmen diirfen. Wegen s = [s,s] ist U ein trivialer
s-Modul, also gilt g.v C P. Wir wollen nun Lemma 2.4.2 fiir dieses v anwenden. Dazu miissen
wir nachpriifen, dafl die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt sind. Fir € a gilt nach obiger
Rechnung z.v = —Aad(z) = —ad(z). Es sei z.v = 0. Dann ist x € Z(g). Da a nach
Voraussetzung ein nicht-trivialer s-Modul ist, ist a ein minimales, nicht-zentrales Ideal von g.
Also folgt x € Z(g) = 0. Folglich ist

Zy(v) =0,
a.v =ad(a) = P = g.v.
Aus dem Lemma folgt nun die Behauptung. OJ

Wir definieren nun ein Levi-Komplement.

DEFINITION 2.4.4. Sei g eine Lie Algebra. Eine Unteralgebra s von g mit g = s x rad(g)
heifit Levi-Komplement in g.

KOROLLAR 2.4.5. Sei g eine Lie Algebra. Dann ezistiert ein Levi-Komplement in g.

BEWwWEIS. Wir behaupten, dal s = g/rad(g) ein Levi-Komplement in g ist. Zunéchst ist s
halbeinfach wegen Korollar 2.2.16. Sei a: g — s der Quotientenhomomorphismus. Nach dem
Satz von Levi gibt es einen Homomorphismus 3: § — g mit a0 § = id;. Dann ist [ injektiv,
also B(s)Ne(rad(g)) = 0, und B(s) +(rad(g)) = g. Das bedeutet aber g = §(s) x t(rad(g)). O

Wir konnen ein weiteres Korollar erhalten:
KOROLLAR 2.4.6. Es sei s ein Levi-Komplement in g. Dann gilt
[9,9] = 5 % [g,rad(g)].
Falls g reduktiv ist, also rad(g) = Z(g) gilt, so ist [g,g] ein Levi-Komplement in g.
BEWwEIS. Da s halbeinfach ist, gilt [s,s] = s. Also folgt, wegen g = s + rad(g)

9, 0] = [9,5] + [g,rad(g)]
= [s, 5] + [rad(g), s] + [g, rad(g)]
=5+ [g, rad(g)].

Wegen s Nrad(g) = 0 ist auch s N [g,rad(g)] = 0. Fiir die zweite Aussage beachte man, daf
rad(g) = Z(g) gleichbedeutend mit [g, rad(g)] = 0 ist, also [g, g] = s. O



2.4. DER SATZ VON LEVI 53

BEISPIEL 2.4.7. Fir g = gl(V) ist rad(g) = Z(g) = k -id und s = [g,g] = sl(V) ist ein
Levi-Komplement in g.

Wir kommen nun zum Satz von Malcev. Dazu sei Aut(g) die Gruppe aller Automorphismen
von g, bestehend aus allen bijektiven Lie Algebra Endomorphismen von g.

LEMMA 2.4.8. Sei g eine Lie Algebra und D eine nilpotente Derivation von g. Dann ist eP
ein Automorphismus von g.

BEWEIS. Zunichst ist e” ein Automorphismus des Vektorraums von g. Die Reihe bricht
ab, weil D nilpotent ist. Das Inverse ist durch die Reihe e=? gegeben. Fiir z,y € g gilt

Do) = 3 (1) 107 o), DY),

wie man leicht mit Induktion zeigen kann. Dann folgt

([, ]) = Z#mmn
By 1 2] J
=33 Gl @ D)
N 1 p—J J
=323 Gl @ P
SHIELLORAN)
— [P (@), P ()]

Also ist e? € Aut(g). O

Insbesondere folgt fiir D = ad(z) also €*(® € Aut(g). Dafiir gibt es einen besonderen
Namen.

DEFINITION 2.4.9. Sei g eine Lie algebra. Ein Automorphismus der Gestalt e*d®) mit
x € nil(g) heiBt speziell. Es bezeichne Auts(g) die Untergruppe von Aut(g), die von allen
speziellen Automorphismen erzeugt ist.

Man sieht leicht ein, dafl Aut,(g) sogar ein Normalteiler in Aut(g) ist.

THEOREM 2.4.10 (Malcev). Sei g eine Lie Algebra und s, und sy zwei Levi-Komplemente
in g. Dann existiert ein spezieller Automorphismus ¢ = ¢*3®) € Aut,(g) mit z € [g,rad(g)] C
nil(g), so dafl p(s1) = so.

Fiir einen Beweis sieche zum Beispiel [5]. Dort wird unter anderem der Satz von Weyl
verwendet. Wir formulieren noch einige interessante Korollare.

KOROLLAR 2.4.11. Jede halbeinfache Unteralgebra b von g ist in einem Levi-Komplement
von g enthalten.
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BEWEIS. Sei a = rad(g) + h. Dann ist a eine Unteralgebra von g und rad(g) ist ein
auflosbares Ideal in a. Weiterhin ist

a/rad(g) = b/(hNrad(g))

ein Quotient von h und deshalb selbst halbeinfach und hat triviales Radikal. Zusammen folgt
rad(g) = rad(a). Das Ideal h Nrad(g) von b ist gleichzeitig halbeinfach und aufldsbar, also
gleich Null. Damit ist a = b x rad(g) und b ist ein Levi-Komplement in a. Sei s nun ein
Levi-Komplement in g. Dann ist

a=(anNs) x rad(g).

Weil ans = a/rad(g) = b halbeinfach ist, ist aNs eine Levi-Komplement in a. Nach dem Satz
von Malcev existiert also ein = € [a,rad(g)] mit

@ (ans) = h.
Also ist b im Levi-Komplement s’ = ¢24(*)(5) von g enthalten. O

KOROLLAR 2.4.12. Die Levi-Komplemente in g sind genau die maximal halbeinfachen Un-
teralgebren von g.

BEWEIS. Jede maximal halbeinfache Unteralgebra von g ist ein Levi-Komplement wegen
Korollar 2.4.11. Sei umgekehrt s ein Levi-Komplement. Fiir jede halbeinfache Unteralgebra b
von g gilt aber rad(g) Nh =0, also h C s wegen g = s x rad(g). O

KOROLLAR 2.4.13. Sei g eine Lie Algebra mit Levi-Zerleqgung g = s X rad(g) und a ein Ideal
ing. Dann ist a = (aNs) x (aNrad(g)) eine Levi-Zerlegung von a.

BEWEIS. Ubungsaufgabe. OJ

2.5. Cartan-Unteralgebren

Betrachtet man die adjungierte Darstellung einer Lie Algebra g und schrankt sie auf eine
geeignet gewéhlte Unteralgebra b ein, so liefert die Darstellung ad: h — gl(g) wertvolle Infor-
mationen iiber die Struktur der Lie Algebra g. Fiir h € g und \ € k sei

gr(h) = {z € g | (ad(h) — Aid)"z = O fiir ein n}

der verallgemeinerte Eigenraum von ad(h) zu A. Offenbar ist g)(h) # 0 genau dann, wenn A ein
Eigenwert von ad(h) ist. Wegen ad(h)(h) = 0 ist go(h) # 0. Falls k algebraisch abgeschlossen
ist, folgt mit der Jordanzerlegung von ad(h)

1=@Dat) =D

ek

wobei A\g =0, Ay,..., A, die verschiedenen Eigenwerte von ad(h) sind.
LEMMA 2.5.1. Sei h € g. Dann gilt

[92(7), 9u()] € Gru(h)
fir alle A\, p € k.
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BEWEIS. Es sei z € g\(h) und y € g,(h). Dann gilt, wie in (2.1), fiir alle n > 1

(@) = O+ ) B (al) = 3 (1)) = ABY (), ad0) — B+

Ist also (ad(h) — AE)P(z) = 0 und (ad(?z) — puE)i(y) = 0, so folgt
(ad(h) = (A+ @) E)""*([z,y]) = 0.

Insbesondere gilt:
KOROLLAR 2.5.2. Der Unterraum go(h) ist eine Lie Unteralgebra ungleich Null von g.

Wir betrachten nun das charakteristische Polynom P, (t) = det(tE —ad(h)) von ad(h). Mit
n = dim g kénnen wir das mit polynomialen Funktionen a;(h) in h € g schreiben als

n

Py(t) = a;(h)t"

=0
Da Null ein Eigenwert von ad(h) ist, folgt P,(0) = 0 und deshalb ay = 0. Weiterhin ist a,, = 1.

DEFINITION 2.5.3. Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper k. Der Rang von g, ¢ = rank g, ist die kleinste Zahl ¢ > 0 mit a; # 0.
Ein Element h € g heifit reguldr, falls a,(h) # 0.

Offenbar ist 1 < rankg < dimg. Weil die Multiplizitdt von Null als Nullstelle von P, (t)
gleich dim g (h) ist, gilt rank g < dim go(h). In der Tat ist der Rang von g genau die minimale
Dimension der Unteralgebra go(h), wenn h tiber g lauft, d.h.,

rank g = min{dim go(h) | h € g}.
Die Gleichheit rank g = dim go(h) gilt genau dann, wenn h regulér ist.

LEMMA 2.5.4. Fine endlich-dimensionale Lie Algebra g ist nilpotent genau dann wenn
rank g = dim g gult.

BEwWEIS. Wir haben rank g = dim g genau dann, wenn alle ad(z) fiir z € g nilpotent sind.
Die Behauptung folgt mit dem Satz von Engel. U

Es bezeichne g™ die Menge der regularen Elemente von g.

LEMMA 2.5.5. Die Teilmenge g9 C g ist eine nicht-leere dichte Zariski-offene Menge in g,
die unter allen Automorphismen von g invariant ist.

BEWEIS. Nach Definition ist a, nicht das Nullpolynom, ¢ = rank g. Also gibt esein h € g"“9.
Die Menge ist Zariski-offen, weil sich die Bedingung dim gq(h) > rank g durch das Verschwinden
der polynomialen Funktionen a,(h) ausdriicken 1a8t. Fiir ¢ € Aut(g) gilt

ad(p(h)) = pead(h)ep™.
Deshalb folgt
Py (t) = det(tE — ad(p(h)))
=det(tE — poad(h)op™)
~ det(p= (tF — ad(h)) o 6))
= Bi(t).
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Also folgt as(¢(h)) = as(h) fiir alle h € g. Deshalb ist p(g"®?) C g™ fiir alle € Aut(g). O

BEISPIEL 2.5.6. Sei g = sly(k), char(k) # 2 und

()

ein Element in g. Dann ist das charakteristische Polynom von x durch

t—2a 0 2b
P(t)=det| 0 t+2a —2c| =1t*+4tdet(z)
c —b t
gegeben.

Also ist a;(z) = 4det(z) fiir alle x € g und ag = 0. Daher ist rank g = 1 und x genau dann
regulédr, wenn det(x) # 0 ist. Wegen tr(x) = 0 ist x € g regulér ist genau dann, wenn x nicht
nilpotent ist. Es gilt also

sly(k)9 = sly(k) \ N,
wobei N den Kegel der nilpotenten Matrizen in sly(k) bezeichnet.

LEMMA 2.5.7. Sei hg € g"°9. Dann ist die Lie Algebra b = go(ho) nilpotent.

BEWEIS. Es seien \g =0, Ay,..., A, die verschiedenen Eigenwerte von ad(hg) und

p
g1 = @ g (ho)
i=1

die Summe der g,,(ho) ohne h = go(hg). Dann ist [h,g1] C g1 wegen Lemma 2.5.1. Also
induziert die adjungierte Darstellung von g eingeschrankt auf b eine Darstellung p: h — gl(g1).
Man betrachte die polynomiale Funktion
h +— d(h) = det(p(h))
auf h. Mit ¢; = dim g,, (ho) gilt
A(ho) = APAP - A £ 0

Also ist d ungleich der Nullfunktion und es gibt eine Zariski-offene Menge in b auf der d nicht
verschwindet. Sei h € b ein Element mit d(h) # 0. Die Eigenwerte von p(h) sind alle ungleich

Null. Also folgt go(h) C bh. Da hg regular ist, gilt dim b = rank g und dim go(h) > rank g. Das
bedeutet aber

b = go(h).
Also ist, nach Definition von go(h) die lineare Abbildung ady(h) nilpotent, d.h., (ady(h))? =0
fir alle ¢ > rank g. Die Matrixeintrége von (ady(h))? sind aber polynomiale Funktionen auf b.
Wegen Zariski-Stetigkeit gilt also (ady(h))? = 0 fiir alle h € h. Damit sind alle ady(h) nilpotent,
und b somit nach dem Satz von Engel nilpotent. 0]

LEMMA 2.5.8. Sei hg € g"9. Dann ist die Lie Algebra 'ty = go(ho) gleich ihrem Normalisator
in g, also h = Ny(h).

BEWEIS. Sei x € Ny(h). Dann ist [hg, z] € h = go(ho). Also gibt es ein p > 0 mit
ad(ho)?([ho, x]) = ad(ho)P*t*(x) = 0.
Das bedeutet aber z € . Deshalb folgt Ny(h) = b. O
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Es ist zweckméfig, nilpotente selbt-normalisierende Lie Algebren wie unser h genauer zu
studieren.

DEFINITION 2.5.9. Eine Lie Unteralgebra § von g heifit Cartan-Unteralgebra in g, falls b
nilpotent ist und h = Ny(h) gilt.

Es ist a priori nicht klar, ob in g eine Cartan-Unteralgebra existiert. Man kann folgendes
Resultat zeigen:

SATZ 2.5.10. Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra uber einem unendlichen Korper
k. Dann hat g eine Cartan-Unteralgebra. Ist char(k) = 0, so haben alle Cartan-Unteralgebren
die gleiche Dimension, ndmlich rank g.

Ist k algebraisch abgeschlossen, dann ist go(h) fiir jedes h € g"* bereits eine Cartan-
Unteralgebra, wie wir in 2.5.7 und 2.5.8 gezeigt haben. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen und
hat Charakteristik Null, so sei K ein algebraischer Abschlufl von £ und gx = K ®x g. Sei b eine
Lie Unteralgebra von g und hx die Lie Unteralgebra von g, die von h iiber K aufgespannt wird.
Dann ist h genau dann eine Cartan-Unteralgebra in g, wenn hg eine Cartan-Unteralgebra in
gk ist. Damit zeigt man, dafl in Charakteristik Null immer eine Cartan-Unteralgebra exsitiert,
denn es existieren Cartan-Unteralgebren von gy, die tiber k£ definiert sind.

Die Existenz von Cartan-Unteralgebren in Lie Algebren iiber endlichen Korpern wird in [30]
untersucht.

BEISPIEL 2.5.11. In g = gla(k) bilden die Diagonalmatrizen eine Cartan-Unteralgebra.
Ebenso bilden die Matrizen der Form
[ a b
S

Das Beispiel zeigt auch, daf§ Cartan-Unteralgebren nicht eindeutig sein miissen. Immerhin
gilt folgender Satz.

eine Cartan-Unteralgebra in g.

SATZ 2.5.12. Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra tiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper der Charakteristik Null. Dann sind alle Cartan-Unteralgebren unter der Gruppe
Auty(g) zueinander konjugiert.

Fiir £ = R sind die beiden Cartan-Unteralgebren in g = gly(IR) aus obigem Beispiel iibrigens
nicht konjugiert.

SATZ 2.5.13. Sei by eine Cartan-Unteralgebra in g. Dann ist b eine mazimal nilpotente Lie
Unteralgebra von g.

BEWEIS. Sei n eine nilpotente Lie Unteralgebra von g mit n D . Angenommen, n # b.
Dann definiert die adjungierte Darstellung von n, eingeschriankt auf b eine Darstellung o: h —
gl(n/h). Das ist eine Darstellung durch nilpotente Operatoren nach dem Satz von Engel.
Wegen Lemma 1.6.13 gibt es ein v € n/h mit v # 0 und o(z)v = 0 fiir alle z € h. Seiy € n
ein Reprasentant der Nebenklasse v. Dann gilt [z,y] = ad(z)(y) € b fir alle 2 € . Also ist
y € Ny(h) = b, weil b eine Cartan-Unteralgebra in g ist. Dann ist die Restklasse aber Null in
n/b, d.h., v = 0, Widerspruch. Also ist doch n = . O

KOROLLAR 2.5.14. Ist g nilpotent, so ist g selbst die einzige Cartan-Unteralgebra in g.
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Die Umkehrung von Satz 2.5.13 ist i.a. nicht wahr. Es gibt maximal nilpotente Unteralge-
bren in manchen Lie Algebren, die keine Cartan-Unteralgebren sind.

BEISPIEL 2.5.15. Sei g = sly(k), char(k) = 0 und (x,y,h) die Standardbasis von g. Dann
st die Unteralgebra a = k - x mazimal nilpotent, aber keine Cartan-Unteralgebra in g.

Angenommen, n ist eine nilpotente Unteralgebra von g, die x enthélt. Dann ist dimn < 2.
Deswegen mufl n abelsch sein. Sei g = ax + By + vh € n. Dann gilt

0= [z,9] = Bh — 2yx.

Somit ist § =~ =0 und deshalb n = k- g = k-2 = a. Somit ist @ maximal nilpotent. Auf der
anderen Seite ist n nicht selbst-normaliserend, da alle oberen Dreiecksmatrizen in g die Algebra
n normalisieren.

Wir wollen jetzt die Diskussion von Cartan-Algebren auf halbeinfache Lie Algebren iiber einem
Korper der Charakteristik Null spezialisieren. Wir formulieren dazu ein Lemma, das man im
Zuge von Satz 2.5.12 beweist.

LEMMA 2.5.16. Sei g eine Lie Algebra tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper. Sei
b eine Cartan-Unteralgebra in g. Dann gilt es ein h € g"9 C g mit h = go(h).

SATZ 2.5.17. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra und b eine Cartan-Unteralgebra in g.
Dann ist by abelsch.

BeEwers. Wir diirfen annehmen, dafl k algebraisch abgeschlossen ist. Dann gibt es wegen
Lemma 2.5.16 ein hy € h mit h = go(hg). Sei A # 0 und = € gy(ho). Fir h € h und p € k gilt

ad(z) ad(h)(gu(ho)) C ad(2)(g,u(ho)) C grrulho)-
Es seien A\g = 0, A1, ..., A\, die verschiedenen Eigenwerte von ad(hg). Wenn wir eine Basis von
g entsprechend der Zerlegung
p
g =P ax (ho)
i=0

wéhlen, so hat die zugehorige Blockmatrix von ad(x)ad(h) Nullblocke auf der Diagonalen.
Damit gilt fiir die Killingform (z, h) = 0. Also ist h orthogonal zu allen gy, (ho) fir 1 <i <p
beziiglich der Killingform. Da b nilpotent und damit auflosbar ist, folgt «(b, [, h]) = 0 nach
dem Cartan-Kriterium. Damit folgt aber nun (g, [h, h]) = 0. Da die Killingform auf g nicht-
ausgeartet ist, da g halbeinfach ist, folgt [h, h] = 0. Deshalb ist b abelsch. O

Da Cartan-Unteralgebren maximal nilpotent sind, gilt folgendes Korollar.

KOROLLAR 2.5.18. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra. Dann sind Cartan-Unteralgebren
i g mazimal abelsche Unteralgebren.

LEMMA 2.5.19. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra tiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k. Sei b eine Cartan-Unteralgebra in g. Dann sind alle h € b halbeinfach.

BEWEIS. Sei h € h und h = s + n seine Jordan-Zerlegung, siehe Satz 2.1.13. Da b abelsch
ist, gilt ad(h)(h) = 0. Da ad(s) und ad(n) die halbeinfachen bzw. nilpotenten Anteile von ad(h)
sind, kann man sie als Polynome ohne konstanten Term in ad(h) darstellen. Insbesondere gilt

ad(s)(h) = ad(n)(h) = 0.
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Da h maximal abelsch ist, folgt s,n € h. Wegen Lemma 2.5.16 ist h = go(ho). Wie im Beweis
von Satz 2.5.17 sehen wir, daf§ b orthogonal zu g, (ho) ist fiir Eigenwerte A # 0 von ad(hg). Sei
y € h. Wegen [ad(y),ad(n)] = ad([y,n]) = 0 ist mit ad(y) und ad(n) auch ad(y)ad(n) eine
nilpotente lineare Abbildung. Deshalb ist x(y,n) = 0 und somit n orthogonal zu g. Da die
Killingform von g nicht-ausgeartet ist, folgt n = 0 und h = s ist halbeinfach. U

KOROLLAR 2.5.20. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra tiber einem algebraisch abgeschlo-
ssenen Korper. Dann sind alle requldaren FElemente in g halbeinfach.

BEWEIS. Sei h € g"*. Dann ist go(h) wegen 2.5.7 und 2.5.8 eine Cartan-Unteralgebra in g.
Wegen 2.5.19 ist h halbeinfach. O
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2.6. Die Wurzelraumzerlegung

Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra tiber einem Korper der Charakteristik Null und
h C g. Fir jede Funktion a: h — £k sei

Go = [ ] Bam (h)
hebh

der Durchschnitt der verallgemeinerten Eigenrdume fiir alle h € h. Wir nennen « ein Gewicht,
falls g, # 0 ist.

SATZ 2.6.1. Sei k algebraisch abgeschlossen und b C g eine nilpotente Unteralgebra. Dann
qgilt:

(2.2) b C go,

(2'3) [gaagﬁ](: Ja+8s

(2.4) 6,80l C 9,

(2.5) o= P e
a: h—k

Fiir g, # 0 folgt o € b* und a([h, b]) = 0. Fiir h, 1’ gilt die folgende Formel fiir die Killingform:

k(h, ') =" dimga - a(h)a(l).

ach*

BEWEIS. Da b nilpotent ist gilt (ad(h))"z = 0 fir alle z,h € b fiir geniigend groBes n.
Folglich ist h C go. Die nachsten beiden Aussagen folgen dann mit Lemma 2.5.1, iibrigens auch
ohne die Bedingung, dafl k algebraisch abgeschlossen ist. Die Summe in (2.5) ist direkt. Man
muf} aber noch zeigen, dafl die Summe der simultanen verallgemeinerten Eigenrdume ganz g
ausschopft. Das folgt aber mit den zuvor gezeigten Eigenschaften und [b, ga)(h)] C gagm) ()
und dim g < co (Ubung).

Ist nun k algebraisch abgeschlossen, so wenden wir den Satz von Lie an. Fir alle a: h — k
gibt also es eine Basis von g,, beziiglich welcher alle Endomorphismen ad(h) |4, durch obere
Dreiecksmatrizen in gl,,(k), m = dim g, mit Diagonalelementen alle gleich a(h) dargestellt wer-
den. Daraus folgt sofort die angegebene Formel fiir die Killingform. Betrachtet man ad([h, h']),
so hat diese obere Dreiecksmatrix «([h,h’]) auf der Diagonalen. Gleichzeitig ist das iden-
tisch mit [ad(h),ad(Rh')], welches Null auf der Diagonalen hat. Es folgt, fiir g, # 0, dann
a([h,h']) =0 = [a(h), a(h'], also a € h* und «a([h, h]) = 0. O

Sei nun g fiir den Rest dieses Abschnittes eine halbeinfache, komplexe Lie Algebra
und b eine Cartan-Unteralgebra von g. Dann sind alle Elemente h € h ad-halbeinfach, siehe
Lemma 2.5.19 und b ist abelsch. Also kénnen wir die Endomorphismen ad(h) auf g, alle durch
Diagonalmatrizen diag(a(h), ..., a(h)) darstellen. Es gilt also

9o ={z € g|[h,2] = a(h)z Vh € b}.
DEFINITION 2.6.2. Das Wurzelsystem von g beziiglich b ist definiert durch
O =>(g,h)={aeh”|a#0,g,F#0}.

Die Elemente von ® heiflen Wurzeln. Fir o € ® heifit g, der Wurzelraum zur Wurzel o.
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Die Lie Algebra g zerfallt in die direkte Summe
(26) g= h@@ga
acd

Diese Zerlegung heifit Wurzelraumzerlegung, oder Cartan-Zerlegung von g beziiglich . Dabei
ist h = go = Zy4(h) der Gewichtsraum zum Gewicht Null.

SATZ 2.6.3. Es sei b eine Cartan-Unteralgebra von g und (2.6) die zugehirige Cartan-
Zerlegung. Dann gilt:
(1) Sind a, p € PU{0} mit o + B # 0 gegeben, so folgt k(ga,95) =0, also go L gs.
(2) Aus a € ® folgt g, L b.
(3) Die Restriktion von k auf go X §_o und insbesondere auf b X b ist nicht ausgeartet.
(4) Aus a € ® folgt —av € .
(5) span ¢ = h*.

BEWEIS. Zu (1): Fir z € g, und y € gg gilt nach Satz 2.6.1

(ad(x) ad(y))"(8y) C n(ats)+y =0
fiir alle v € ® U {0}, falls n geniigend grof ist und a + § # 0. Daher ist der Endomorphismus
ad(z)ad(y) € gl(g) nilpotent, so dafl gilt x(z,y) = 0.
Zu (2): Das folgt aus (1) mit 5 = 0.
Zu (3): Es sei z € g_, gegeben mit x(z,g,) = 0. Wir miissen z = 0 zeigen. Wegen (1) gilt
k(g-a,9p) = 0 fiir alle 8 # a. Zusammen gilt also k(z, gg) = 0 fir alle 5, und somit x(z,g) =0
nach (2.6). Weil k auf g x g nicht-ausgeartet ist, folgt z = 0.

Zu (4): Sei a € . Angenommen, —a ¢ @, also g_, = 0. Dann ist k(ga, gg) = 0 fiir alle § und
somit wieder £(g,,g) = 0. Also folgt g, = 0, im Widerspruch zu a € ®.

Zu (5): Wenn ® nicht h* erzeugt, dann gibt es wegen Dualitét ein h € b, h # 0 mit a(h) = 0
fiir alle @ € ®. Das bedeutet [h, g,] = 0 fiir alle @« € ®. Wegen [h, go] = 0 folgt [h, g] = 0, also
h € Z(g) = 0, Widerspruch. O
LEMMA 2.6.4. Seien « € @, x € g, Y € §_o und h € h. Dann ist [z,y] € b und es gilt
(2.7) k(h, [z, y]) = a(h)k(z,y).
Insbesondere ist dim [g,, g_o] > 1.
BEWEIS. Es gilt [x,y] € ga—a = go = b wegen (2.3). Weiterhin ist

r(h, [2,y]) = K((h, 2], y) = wla(h)z,y) = a(h)s(z,y).
Weil k auf g, X g_,, nicht-ausgeartet ist, gibt es ein x, € g, und ein x_,, € g_, mit K(Tq, T_o) #
0. Wegen o # 0 gibt es ein h € h mit a(h) # 0, also auch k(h, [zs, x_4]) # 0 wegen (2.7).
Damit ist [x,,Z_4) ein von Null verschiedenes Element aus [ga, §—a- O

LEMMA 2.6.5. Seien a € &, x € g,, y € g_o mit [x,y] # 0. Dann folgt a([z,y]) # 0.

BEWEIS. Es sei h = [z,y]. Angenommen, «(h) = 0. Dann ist auch [h,z] = a(h)zr = 0
und [h,y] = —a(h)y = 0. Deshalb wiirden z,y, h eine nilpotente Unteralgebra von g erzeugen.
Nach dem Satz von Lie konnte man also ad(z),ad(y) und ad(h) beziiglich einer Basis von g
durch obere Dreiecksmatrizen darstellen. Dann wire ad(h) = [ad(x), ad(y)] aber nilpotent, im

Widerspruch zu h # 0 und der Tatsache, daf ad(h) halbeinfach ist. 0
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LEMMA 2.6.6. Fir jede Wurzel a € ® gilt dim [go, 8o = 1 und a verschwindet nicht auf
der Geraden [ga,8-o] C b.

BeEwEIS. Wir wissen schon dim [ga, §-o] > 1 nach Lemma 2.6.4. Wegen Lemma 2.6.5 ist
(80, 8_o] Nker(a) = 0. Das bedeutet

dim [ga, 9—o) = dim([ga, 9-a) + ker(a)) + dim([ga, §-a) Nker(a)) — dim ker(«)
<dimbh+0— (dimbh — 1)
=1
U

Da die Killingform von g auf h x b nicht-ausgeartet ist, konnen wir damit h und h* identi-
fizieren: wir haben einen Isomorphismus

h* = b, a—t,,
der durch die Bedingung
(2.8) k(h,ty) = a(h) firalle h € b
charakterisiert ist. Damit entspricht ® der Teilmenge {t, | @ € ®} C b.
DEFINITION 2.6.7. Fiir a € ® sei das Element ¢, € h definiert durch (2.8).

LEMMA 2.6.8. Ist « € ® eine Wurzel und x € g4, y € g_o Elemente mit x(x,y) =1, so gilt
[z, y] = ta.
Bewers. Nach (2.7) ist x(h, [z,y]) = a(h) fiir alle h € h. Mit (2.8) folgt [z, y] = t,. O
LEMMA 2.6.9. Fiir jede Wurzel a € ® gilt k(to,ts) # 0.
BEWEIS. Wir schreiben ¢, = [z, y] mit x € g,, ¥ € g_, und k(z,y) = 1 wie oben. Dann ist
K(tasta) = alta) = a([z,y]) # 0
wegen Lemma 2.6.5. O

DEFINITION 2.6.10. Zu jeder Wurzel a € ® sei die Kowurzel, oder duale Wurzel ¥ definiert

als
2

he =¥ = ————t .
(6% (07 /{(ta,ta,) o e h
Es gilt
2a(t,,
a(hy) = 20o) _y
K(ta,ta)
Wir sehen auch (—a)¥ = —aV.

Es stellt sich nun heraus, dafl alle Wurzelraume g, eindimensional sind, und daf§ auler +a
kein Vielfaches einer Wurzel a wieder eine Wurzel ist, also

ZaN® ={a,—a}
fiir alle a € @ gilt.

SATZ 2.6.11. Fiir jede Wurzel a € ® gilt dim g, = 1 und dim g,,, = 0 fir allen € Z\ {£1}.
Fiir jedes a € @ gibt es einen injektiven Lie Algebra Homomorphismus sly(C) <— g mit

C8)=0ar COHOY=ga, C(HY)=1[0a:0-0)
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BEwEIS. Wir wihlen x4, € g1, mit [z,, 2 o] = hy. Wegen a(h,) = 2 ist dann [hy, 2] =
2z, und [hy, o] = —22_,. Damit ist
5, = Cx, @& Cax_, ®d Ch,
eine 3-dimensionale Unteralgebra von g, die isomorph zu sly(C) ist. Der Isomorphismus ist
durch (§§) = @4, (§8) = 2_qund (§ %) — h, gegeben. Die Unteralgebra s, ist wohldefiniert,

sobald wir wissen daf§ dimg, = 1 fiir alle @ € ® gilt. Dann folgt auch g+, = (r1,) und
(80, 8-o)] = (ha). Dazu betrachten wir nun den Unterraum

5=Cr_o & Cho & D Ona
n>1
der von ad(z,) und ad(z_,) invariant gelassen wird. Dann folgt, mit ad = ad; und a(h,) = 2
0 = tr([ad(z,), ad(x_4)])
= tr(ad([zqa, T_4]))
= tr(ad(ha))
= —afhy) +0+ Z n - dim gpq - @(hqy)

n>1
=2(—1+dimg, + »_n-dimgya).
n>2
Wir erhalten die diophantische Gleichung
1=dimg, + Zn -dim g,0-
n>2

Auf der rechten Seite sind alle Summanden nicht-negative ganze Zahlen. Angenommen, dim g,,, >
0 fiir ein n > 2. Dann wére die Summe rechts aber schon mindestens gleich 2, im Widerspruch
zur linken Seite. Also folgt dim g,, = 0 fiir alle n > 2 und dimg, = 1. Wir konnen dieses
Argument auch fiir —« durchfithren. Also gilt auch dimg_, = 1 und dimg_,, = 0 fir alle
n > 2. U

KOROLLAR 2.6.12. Fiir h,h' € b gilt
k(h, 1) = a(h)a(h).
acd
Weiterhin hat man
dimg = rank g + |P|
BeEwEIs. Die Formel fiir die Killingform folgt aus Satz 2.6.1 und dimg, = 1 fir o € .
Damit und mit der Cartan-Zerlegung (2.6) folgt die zweite Behauptung. 0

Wir fiihren noch eine Schreibweise ein. Seien «, f € ®. Dann sei
(B,0") = B(ha).
Es ist (a, ") = a(a’) = a(h,) = 2.
LEMMA 2.6.13. Es seien o, 3 € ®. Dann gilt

(1) (8,a") = B(ha) € Z.
2) #(ha, hg) € Z.

(3) 86— (8,a")a € D.
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BEWEIS. Zu (1): Fir 8 = £a ist B(h,) = £2 € Z. Sei also  # £a und

s:= P osiia
j

Jeder Summand, der von Null verschieden ist, ist 1-dimensional und s ist ein s,-Modul, also ein
sl(C)-Modul. Nach Voraussetzung und Satz 2.6.11 kann /3 kein ganzzahliges Vielfaches von «
sein, es ist also 5+ ka # 0 fiir alle k € Z und

(B + ka)(ha) = B(ha) + 2k.

Somit unterscheiden sich alle Gewichte um ein Vielfaches von 2, und s ist daher ein einfacher
s,-Modul. Diese haben wir aber schon klassifiziert und gesehen, dafl h, dann mit ganzzahligen
Eigenwerten operiert. Genauer gilt: sei ¢ > 0 die maximale ganze Zahl mit g + qa € ® und
r > 0 die maximale ganze Zahl mit 5 — ra € ®. Dann liegt der ganze String

g—ra, f—(r—1Da,...,0+qu
in ® und es gilt B(hy) — 2r = —(B(ha) + 2q), oder anders gesagt
B(he) =r—q € Z.
Die Zahlen 3(h,) heiBen Cartan-Zahlen.

—

Zu (2): Das folgt mit der Formel fiir die Killingform aus Korollar 2.6.12.
Zu (3): In dem Wurzel-String f — ra, ..., 5 + qa liegt insbesondere auch die Wurzel

B—(r—qa=p-(8a)a
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DEFINITION 2.6.14. Mit Hilfe der Killingform sei eine Bilinearform auf h* definiert durch

(A, 1) := K(ty, 1)
fiir A\, u € h*.

Damit ist

ﬁ<h0l> = <ﬁ7 a\/>

Die Wurzeln o € ® erzeugen h*, sind aber nicht linear unabhangig. Man wahle also eine
Basis (i, ..., ) von h*. Jede Wurzel § € ® kann man dann eindeutig als Linearkombination
der Basiselemente schreiben, sogar mit rationalen Koeffizienten (Ubung). Bezeichnet by den
von den Wurzeln iiber Q aufgespannten Teilraum von h*, so gilt dimg hg = dimc b*. Sei £ = by
der reelle Vektorraum, der durch die oo € ® erzeugt wird.

SATZ 2.6.15. Die Einschrinkung der Bilinearform (A, u) auf E ist ein positiv definites
Skalarprodukt. Damit ist E ein Euklidischer Raum.

BewEIs. Fiir A € E ist a(t)) € R und somit

(AA) =kt ta) =) a(t)* >0

acd
nach Korollar 2.6.12. Gilt (A, ) = 0, so folgt a(ty) = 0 fiir alle @ € ® und somit ¢, = 0, und
A=0. Fir A # 01ist (A, \) > 0, also ist das Skalarprodukt positiv definit. O

Anstatt E in h* zu betrachten, kann man natiirlich auch E* = bg in h betrachten. Das
ist der reelle Unterraum der Cartan-Unteralgebra b von g, der von den Kowurzeln oV erzeugt
wird. Dann ist die Einschrankung der Killingform auf den reellen Vektorraum b x bhgr ein
Skalarprodukt auf hg. Die Teilmenge ® C E bildet mit diesem Skalarprodukt ein sogenanntes
reduziertes Wurzelsystem. Wie wir in Lemma 2.6.13 gesehen haben, ist fiir o, § € & auch

2(8, @)
804(/6) _/8 (O(,Oé) «
in ®. In unserem Euklidischen Raum F ist s, aber nichts anderes, als eine Spiegelung an der
zu « orthogonalen Hyperebene. In der Tat, s,(a) = —a und s,(A) = A, falls (a, A) = 0. Diese
Spiegelungen lassen also ® invariant.

DEFINITION 2.6.16. Es bezeichne W die Untergruppe der orthogonalen Gruppe von E, die
durch die Spiegelungen s, fiir a € ® erzeugt wird. Sie heiit Weylgruppe des Wurzelsystems ®.

Offenbar ist W eine endliche Gruppe, weil alle erzeugenden Spiegelungen, und somit die
ganze Gruppe die endliche Menge von Wurzeln invariant lassen, also permutieren. Die Wurzeln
erzeugen aber E. Tatsachlich ist W bis auf Isomorphie eindeutig durch die halbeinfache, kom-
plexe Lie Algebra g bestimmt und hangt nicht von der Wahl der Cartan-Unteralgebra ab, denn
alle Cartan-Unteralgebren sind ja konjugiert zueinander.
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BEISPIEL 2.6.17. Sei g = sl,(C). Dann bilden die Diagonalmatrizen in g eine Cartan-
Unteralgebra. Sei h = diag(A1,...,\,) € b und g; € b* fir i = 1,...,n definiert durch
gi(h) = X;. Dann ist & ={e; —¢; | i # j} das Wurzelsystem und

i#j
die Cartan-Zerlegung von g.
In der Tat gilt fir h € b
ad(h)(Ey) = [h, Eyj] = (e — €5)(h) Ej;.

Somit sind a;; = €; —¢; € ®. Die Wurzelrdume sind genau g, = Ocic; = CE;;. Sie sind
1-dimensionale h-Untermoduln von g, wobei g selbst ein h-Modul ist durch die adjungierte

Darstellung. Mit «; :=¢; — g,y fiir i = 1,...,n — 1 erhalten wir eine Basis von h* mit n — 1
Elementen. Wenn h; = Ej; — E;11 ;41 die Standardbasis von b bezeichnet, so gilt
Oéz(h,l> = 2,
ai(hij:l) = -1,

ailhy) =0, Ji—jl> 1.
Die Kowurzeln sind gerade die Elemente o = h,, = h;. Damit sind die Zahlen «;(h;) die
Cartan-Zahlen. Die Elemente ¢,, sind durch t,, = ﬁhi gegeben, wobei die Killingform durch
k(x,y) = 2ntr(zy) ausgerechnet werden kann. Die Elemente E; ; 11, Ey; — Eij141, Fiy1, bilden
eine Unteralgebra von g, die isomorph zu sly(C) ist.
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2.7. Abstrakte Wurzelsysteme

Unser Ziel ist es, einfache bzw. halbeinfache komplexe Lie Algebren zu klassifizieren, indem
wir ihre Wurzelsysteme klassifizieren. Einerseits kénnen wir jeder halbeinfachen komplexen Lie
Algebra ein abstraktes Wurzelsystem zuordnen, das bis auf Isomorphie eindeutig ist und nicht
von der Wahl der Cartan-Unteralgebra abhiangt. Andererseits besagt der Struktursatz von
Serre, dafl wir zu jedem abstrakten Wurzelsystem & wiederum eine halbeinfache komplexe Lie
Algebra konstruieren kénnen, deren Wurzelsystem isomorph zu ® ist. Bevor wir ein abstraktes
Wurzelsystem definieren, erinnern wir uns daran, was eine Spiegelung ist.

DEFINITION 2.7.1. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und oo € V', a # 0.
Eine Spiegelung langs « ist ein Endomorphismus s, von V mit s, () = —a und dimim(idy —s,) =
1.

LEMMA 2.7.2. Sei a« € V mit a # 0. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Es gibt genau eine Linearform o € V* mit
sa(N) = A=\, aV)a

fir alle A € V. Es gilt dann (o, ") = 2.
(2) s2 = idy und det(s,) = —1.
(3) Die Fizpunktmenge {\ € V | so(\) = A\} = ker(a) ist eine Hyperebene, die o nicht

enthalt.
(4) Es seien § € V,5Y € V* mit (B, 5Y) = 2 gegeben. Dann definiert

sp.av(A) = A= (X B)B

eine Spiegelung lings 3.

BEWEIS. Zu (1): Wegen (idy —s,)(a) = 2a und dimim(idy —s,) = 1 folgt im(idy —s,) =

Ra. Deshalb gibt es genau eine Linearform o¥ € V*, o # 0 mit
(idy —sq)(N) = (N, a")a.
Das beweist die Formel in (1). Weiter ist —a = s,(a) = a — (o, a¥)a, also (o, a”) = 2.
Zu (2): es gilt fir alle A € V
s2(\) = sa(A — (N, a¥)a)
= 5a(A) = (A, a")sa(a)
= A= <)\7 a\/>a - <)\7 a\/><_a)
=\
Aus (3) folgt, daBl die Eigenwerte von s, auf ker(a”) alle gleich 1 sind. Wegen s,(a) = —«
folgt det(s,) = —1.
Zu (3): Die Fixpunktmenge ist gleich {A € V | (\,a")a = 0} = ker(a¥). Das ist eine
Hyperebene in V.
Zu (4): Das ist klar. O

DEFINITION 2.7.3. Eine Teilmenge ® C V eines Euklidischen Raumes V' heifit abstraktes
Wurzelsystem in V', falls die folgenden Axiome gelten.
(1) @ ist endlich, erzeugt V und enthélt nicht die Null.
(2) Fiir jede Wurzel o € ® gibt es eine Spiegelung s, langs a mit s,(P) = P.
(3) Sind «, 5 € ® und s, die Spiegelung langs o mit s,(P) = @, so ist f — s.(6) € Za.
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(4) Ist v € P, so ist 2a & P.

Das triviale Wurzelsystem ist das Wurzelsystem ® = () in V' = 0. Der Rang von ® ist
die Dimension von V. Zwei Wurzelsysteme (®1,V]) und (P9, V3) heien isomorph, falls ein
Isomorphismus ¢: Vi — Vs existiert mit o(®;) = ®,. Sind (Pq, V1) und (Po, V) Wurzelsysteme,
so ist &1 X 0 U 0 x &5 ein Wurzelsystem in V) & V5, das mit &, & P, bezeichnet wird.

DEFINITION 2.7.4. Ein Wurzelsystem der Form ®; & &5, bei dem ®; und ®, beide nicht-
trivial sind, heit reduzibel. Ein Wurzelsystem heifit irreduzibel, falls es nicht reduzibel und
nicht-trivial ist.

Jedes Wurzelsystem 1afit sich in eindeutiger Weise in seine irreduziblen Komponenten zer-
legen.
Die Eigenschaft (3) ist eine sehr einschneidende kristallographische Bedingung. Sie besagt, daf3
fir alle a, 8 € ®

ist, wobei (-,-) ein gewisses Skalarprodukt auf V' ist, das man noch geeignet wihlen kann.
Tatséchlich folgt fiir 5 # +«a aber schon

(B,a") € {0,41,£2, +£3},

wie wir noch sehen werden. Das limitiert die Beispiele von Wurzelsystemen schon sehr. Wir
schauen uns einige Beispiele an.

¢ = 1: Das Wurzelsystem A; vom Rang 1 besteht aus {a, —a}.

¢ = 2: Das reduzible Wurzelsystem A; @ A; vom Rang 2 besteht aus {+«, £3}. Das Wurzelsys-
tem A, besteht aus ® = {+a, +8, =(a+3)}. Mit hr = R? und dem kanonischen Skalarprodukt
auf R? konnen wir die Wurzeln wie in der Zeichnung dargestellt als Vektoren im R? auffassen.

1
= I
2

gilt (a, ) = (B, 5) = 1, und wir haben:

V\ __ 2(0(,0[) _
<a,a >_ (a,a) _27

vy 2(a, B) _
<Oé,6 >_ (Oé,Oé) - 17
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a a+p o a+p a+ 206
A A
- > - > [ - > [
y y
Al@Al A2 BZ
A 2a+38
e a+p a+ 203 a+ 38
- > [
y
Go

Man priift leicht nach, daf alle Bedingungen eines Wurzelsystems erfiillt sind. Die Winkel
zwischen den Wurzeln sind Vielfache von 60 Grad. Die Cartan-Zahlen dabei sind (o, ) =
(B,BY) =2 und («a, ) = (,a”) = —1. Man schreibt sie gewdhnlich in eine Matrix, die in
unserem Fall wie folgt aussieht:
2 -1
(5)

Das Wurzelsystem Bj ist gegeben durch ® = {£+a, 6, £(a + (), £(a + 25)}. Wir kénnen es
mit Vektoren

darstellen und erhalten
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Die Cartan-Matrix hat also die Gestalt

(%)
-2 2 )
Das Wurzelsystem G, ist durch
O ={ta,+5,+(a+ B), £(a+2p5),£(a + 35), =(2a + 33)}
gegeben. Man kann a = (—3/2,v/3/2) und # = (1,0) nehmen. Die Cartan-Matrix von G5

lautet
2 -1
-3 2 )
Tatsachlich haben wir nun schon alle Wurzelsysteme vom Rang 2 aufgefiihrt.

DEFINITION 2.7.5. Sei (®,V') ein Wurzelsystem. Sei
A(®) = {p € Aut(V) | p(®) = @}
die Gruppe der Automorphismen, die ® invariant 1&8t. Die Untergruppe W = W (®) von A(®P),
die von den Spiegelungen s,, a € ® erzeugt wird, heifit Weylgruppe des Wurzelsystems &.

Weil & den Vektorraum V' aufspannt, ist jedes ¢ € A(®P) durch seine Einschréankung auf
® bestimmt. Also ist A(®) isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe von ®,
also endlich.

LEMMA 2.7.6. Es sei (9,V) ein Wurzelsystem. Dann gilt:
(1) @ =—-9.
(2) Fir a € ® ist die Spiegelung s, lings a mit s,(®) = ® eindeutig bestimmd.
(3) Es gibt eine eindeutig bestimmte injektive Abbildung ® — V*, o — «V, so daf§ die
Spiegelung s, lings o mit s,(P) = © gegeben ist durch
Sa: A A — () o)
fir alle A\ € V.
(4) Fir o, € ® gilt (o, ") =2 und (o, BY) € Z.

BEWEIS. Zu (1): Fir a € ® ist —a = s,(a) € D.
Zu (2): Es sei s/, eine weitere Spiegelung lings o mit s/ (®) = ®. Dann betrachte man
© = Sq5,, € A(P). Wegen

(idy —p) = (idy —s4)s), + (idy —s.)
gilt im(idy —¢) C Ra. Also gibt es ein o* € V* mit
P(A) =X+ (N, o).
Mit Induktion folgt, wegen « € ker(a*),
O"(A) = A+ n\ a)a.
Somit haben wir, mit n = |A(®)|
A=¢"(A) = A+n\ o),

also |A(®)[(\, a*)a = 0 fiir alle A € V, und damit o* = 0 und ¢ = id, so daB s/, = s;! = s,.
Zu (3): Es ist nur noch die Injektivitdt der Abbildung o — o zu zeigen. Sie folgt aus Lemma
2.7.8.

Zu (4): Wegen ( # 0 folgt aus («, 5Y)5 = o — sg(«v) € Zf die Behauptung. O
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Man kann auch leicht das folgende Resultat zeigen.

LEMMA 2.7.7. Fir ¢ € A(®) und o € ® gilt posa0 9" = 540y Insbesondere ist W (P)
ein Normalteiler in A(P).

Weiterhin gilt:

LEMMA 2.7.8. Es gibt ein Skalarprodukt (-, -) aufV | das A(®)-invariant ist, d.h., (p(X), p(p)) =
(A, ) fir alle A\, € V und ¢ € A(P) erfillt. Fir a € & gilt die Formel

<)\’a\/> — 2<)\7 O[)

(o, a)

BEWEIS. Sei ((-,-)) irgendein Skalarprodukt auf V. Dann definiert

(A p) = > (e, e(p)))

PEA(P)

|A(®)]
ein A(®)-invariantes Skalarprodukt auf V. Fir a € ® und A € V gilt

(, Sa(A) + A) = (sa(@), sa(sa(A) + X))
= (—a, s4(A) + ).

Das bedeutet

0= (a, 84N+ )
= (a, 2\ — (\, "))
=2(a,\) — (N, a")(a, ).

O

Falls ® irreduzibel ist, gibt es bis auf positive Vielfache nur ein solches invariantes Skalarpro-
dukt. Ist ® reduzibel, so sind die verschiedenen irreduziblen Komponenten zueinander orthog-
onal. Wir kénnen das Skalarprodukt zum Beispiel durch max ey (o, @) = 2 fiir alle irreduziblen
Komponenten ¥ von ¢ normieren.

Wir kdnnen zu einem Wurzelsystem (®, V') das sogenannte duale Wurzelsystem (®V, V*) definieren,
und zwar durch

PV ={a’|ae€ d}.
Es gilt (a¥)¥ = « fiir alle « € ® C V = V**. Die Weylgruppen von ® und ®* kdénnen

miteinander identifiziert werden.

Schauen wir uns nun die moglichen Winkel 0 < <(«, 8) < 7 zweier Wurzeln «, 5 € & an.
Natiirlich ist <(a, ) = 0 und <(a, —a) = 7w. Der folgende Satz zeigt, daB es daneben nur 7
verschiedene Moglichkeiten gibt.

SATZ 2.7.9. Sind o, f € ® mit § # £a, so tritt, bis auf Vertauschung von o und 3, genau
einer der folgenden Falle auf:
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(@, 8Y) [ (8,0Y) | €(0, 8) | 55
0 0 /2 —
1 1 /3 | 1
~1 —1 | 2n/3 | 1
1 2 /4 | 2
—1 —2 | 3x/4 | 2
1 3 /6 3
—1 -3 | 51/6 | 3

BEWEIS. Sei § = <(a, #). Dann ist

(o, B) = /(c, )/ (B, B) cos 6.

(Oz,ﬁ). (Ba) g
(a, @) 2(5,5)_< ,BY) - (B a¥).

Auf der rechten Seite miissen ganze Zahlen stehen. Es folgt 4cos?6 € Z mit 0 < 4cos? 6 < 4.
Wegen [ # +a folgt

Deshalb folgt
4cos?f =2

4cos” 0 €{0,1,2,3}.
Ist 6 = 0 oder € = m, so folgt = £a, weil andere Vielfache von « ja nicht in ® liegen kénnen.
Nun kann man jede dieser 4 Moglichkeiten diskutieren.
Fall 1: 4cos?# = 0. Dann ist § = 7/2 und (a, 8Y) = (8,a") = 0.
Fall (2): 4cos?# = 1. Dann ist entweder cosf = 1/2, also § = 7/3 und {(a, 8Y) = (B,a") =1,
oder cosf = —1/2 und (o, 8Y) = (5,a") = —1.
Ebenso diskutiert man die restlichen Falle. 0J

Der Satz zeigt auch, daf§ wir im Rang-2-Fall schon alle Wurzelsysteme gefunden haben.
Weiterhin impliziert er, dafl es in einem irreduziblen Wurzelsystem hochstens zwei verschiedene
Wurzelldngen geben kann. Die Lénge von « ist dabei durch ||af = y/(a, ) gegeben. Fiir
0 = w/3 oder § = 2m /3 sind die Wurzeln gleich lang. Fiir § = /4,37 /4 ist das Langenverhéltnis
immer /2. Man bedenke, dal wir dabei 8 # 4« annehmen. Also muf es dann genau 2
verschiedene Wurzellingen geben. Fiir § = /6, 57/6 ist das Lingenverhiltnis immer /3. Falls
nicht alle Wurzeln gleich lang sind, sprechen wir von langen und kurzen Wurzeln.

LEMMA 2.7.10. Fir o, 5 € ® mit o # 5 und (o, B) > 0 folgt « — p € P.

BEWEIS. Aus («, 8) > 0 folgt (v, 5Y) > 0. Dann gilt nach obiger Tabelle entweder («, 5Y) =
1 und a — 8 = sg(a) € @, oder bei Vertauschung (5,a") =1 und a — f = —s,(5) € . O

Jede Hyperebene durch 0 in V, die keine Wurzel enthalt, zerlegt V' in zwei Halbraume V.,
und V_, so dafl ® in positive Wurzeln &, = & NV, und negative Wurzeln _ = & N'V_ zerlegt
wird.

DEFINITION 2.7.11. Sei ® ein Wurzelsystem in V und &, die Menge der positiven Wurzeln.
Eine Wurzel a € ®, heifit einfach, falls sie sich nicht als Summe zweier positiver Wurzeln
schreiben 1afit. Die Menge II der einfachen Wurzeln heifit Basis von ®.

SATZ 2.7.12. Ser & ein Wurzelsystem mit Basis I C ®. Dann st I R-linear unabhangig
und jede Wurzel v € ® lafit sich als
1= e

a€ell
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schreiben, wobei die Koeffizienten n, entweder alle in Zs( liegen, oder alle in Z<.

BEWEIS. Es seien «, 8 € II einfache Wurzeln mit o # . Dann ist («,5) < 0, d.h. der
Winkel zwischen zwei verschiedenen einfachen Wurzeln ist immer stumpf. Andernfalls ware
ndmlich nach Lemma 2.7.10 o — € ®, und somit +(a — ) € &,. Wegen

a=(a—-p)+p
f=B-a)ta

erhalten wir einen Widerspruch zur Einfachheit von a oder f3.
Um die lineare Unabhangigkeit zu zeigen, nehmen wir

Zraa:0

a€ell
an. Dann setzen wir
€ = E T = E (—rg)p.
a€ll Bell
ra>0 7"5<0

Dann ist

(ce)= 3 ra(=rs)(a ).

a,ﬁEH
ra>0, T‘3<0

Wegen (a, f) < 0ist (¢,) < 0 und deshalb ¢ = 0. Nach Konstruktion von &, gibt es ein
n €V mit (n,a) > 0 fir alle a € . Es folgt dann

0=(n¢) =Y raln,a) =Y —rs(n,B) > 0.

a€ll Bell
ra>0 rg<0

Die Summen miissen daher leer sein und es folgt r, = 0 fiir alle a € II.
Fiir die zweite Behauptung diirfen wir v € ®, annehmen, sonst betrachten wir —v. Ist v € II,
so ist alles klar. Andernfalls ist v = v; + v9 mit 1,72 € ®,. Wie oben folgt mit n dann

(7,7) > (n,7) und (n,7) > (n,72)

Wir konnen nun induktiv fortfahren. Das mufl nach endlich vielen Schritten enden, da &
endlich ist. 0

Mit einer Darstellung v = > _;; no« definiert man die Hohe von ~ durch

ht(vy) = Z Ney-

acll

a€cll
DEFINITION 2.7.13. Es sei ® ein Wurzelsystem mit Basis [T = {«q, ..., a,}. Wir definieren
die Cartan-Matriz A = (A;;) € My(Z) durch
A — 2(0@, Ozj)
“ (aiu Oéz) .

Aus Satz 2.7.9 folgt

SATZ 2.7.14. Die Cartan-Matriz eines Wurzelsystems hat die folgenden Figenschaften.
(1) Ay =2 firallei=1,...,¢.
(2) Aij € {0, —1, —2, —3} f'U,T’ 1 7£ j
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(4) Aij € {—2, —3} — Ajz' =—1.
Wir setzen n;; = A;;Aj;. Es gilt n;; € {0,1,2,3} fiir ¢ # 5.

DEFINITION 2.7.15. Sei ® ein Wurzelsystem mit Basis II = {ay,...,a¢}. Das Dynkin-
Diagramm von ® ist der Graph, der wie folgt gegeben ist: fiir jede einfache Wurzel «; gibt es
eine Ecke 7, und je zwei verschiedene Ecken ¢ und j sind durch genau n,;; Kanten verbunden.
Zu einem Dynkin-Diagramm betrachte man die quadratische Form

¢ ¢
Q(xy, ..., x¢0) := 22:1612 — Z Vi T
i=1 ij=1
ijséj

Das Dynkin-Diagramm und die quadratische Form sind durch die Cartan-Matrix bestimmt.

Wir schauen uns das fiir alle Wurzelsysteme vom Rang 2 an:

A @A Ay By Go
® ® o—0 — «—
1 2 1 2 1 2 1 2

o A Q

Avo A (§9) 221 + 223

A (% 3) 202 — 2x1w9 + 273

By (_22 _21) 222 — 24/2x1 29 + 2232

Go (25" |22 — 2v/3a120 + 223

Das Dynkin-Diagramm ist genau dann zusammenhangend, wenn ¢ irreduzibel ist.
SATZ 2.7.16. Die quadratische Form Q(x1,...,x;) eines Wurzelsystems ist positiv definit.

BEWEIS. Es gilt ja fiir i # j

Wegen (o, o) < 0 folgt also

e — (aia aj) .
T eyl
Damit schreibt sich ) wie folgt:

J4
Q. oy = 30 )

levilllles [~

ij=1
LT e T
— 2( 1+ ’ 2% )
; [l ; oy |
=2(y,y)
Das zeigt Q(x1,...,x¢) > 0. Ist Q(x1,...,2) =0, so folgt y = 0. Da die «; linear unabhéngig

sind, bedeutet das x; = 0 fiir alle 7. 0
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2.8. Klassifikation der Dynkin-Diagramme

Ist g eine halbeinfache, komplexe Lie Algebra mit Cartan-Unteralgebra h und Wurzelsystem
®, so ist die Cartan-Matrix, und damit auch das Dynkin-Diagramm, unabhangig von der Wahl
von h, und bis auf Umnummerierung unabhangig von den Fundamentalwurzeln a, . .., ap € I1.
Die Zusammenhangskomponenten des Dynkin-Diagramms erfiillen folgende Eigenschaften:
(A) Der Graph ist zusammenhéngend.
(B) Zwei verschiedene Ecken sind durch 0, 1,2 oder 3 Kanten verbunden.
(C) Die zugehérige quadratische Form ist positiv definit.

THEOREM 2.8.1. Die Graphen, die die Bedingungen (A),(B), (C) erfillen, sind genau die
folgenden:

A, ® s ® ®---—---- —o
By ° s ° ®---—---- —»
D, ° ° ° ®-------

E ° s I s °

E; ° s s I s °

FEx ° ° ° ° I ° °
Fy —e—»—o

Gy —»

Dabei ist £ > 1 fiir Ay, £ > 2 fiir By und ¢ > 4 fiir D,.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dafl die angegebenen Graphen die Bedingungen erfiillen. Klar-
erweise erfiillen sie (A) und (B). Also wenden wir uns (C') zu. Wir wissen, dafl eine quadratische
Form ZZ ; @iz genau dann positiv definit ist, wenn alle Hauptminoren ihrer symmetrischen
Matrix (a;;) positive Determinante haben, d.h.

Qg1  A22

det(ay;) > 0, det <a11 a12> > 0,...,det(a;;) > 0.

Nehmen wir nun einen Graphen I" mit ¢ Ecken von obiger Liste. Wir zeigen mit Induktion tiber
0, daBl Q(z1, ..., x,) positiv definit ist.
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¢=1: Dann ist I' = A; und Q(z1) = 227 ist positiv definit.
¢ =2: Dannist I' = Ay, By oder G5. Die symmetrischen Matrizen, die (1, x2) reprisentieren,

sind durch
(33 (=) (57

gegeben. Alle Hauptminoren haben positive Determinante.

¢ > 3: Betrachtet man die Graphen der Liste von Theorem 2.8.1, so sieht man, da3 I' mindestens
eine “auflere” Ecke, sagen wir ¢, besitzt, die mit genau einer anderen Ecke, sagen wir £ — 1,
durch genau eine Kante verbunden ist. Sei I'; dieser Graph, und I'y_; der Graph, den man aus
[’y erhalt, indem man die Ecke ¢ entfernt. Ferner sei I'y_5 der Graph, den man aus I',_; enthalt,
indem man die Ecke ¢ — 1 entfernt. Man sieht, dafl die Graphen I'y_; und I'y_ wieder in der
Liste vorkommen. Mit S, sei die symmetrischen Matrix bezeichnet, die die quadratische Form
Q(z1,...,x¢) von 'y reprisentiert. Die letzte Spalte von Sy ist durch (0, ...,0,—1,2)" gegeben.
Entwickelt man det Sy, nach dieser Spalte, so erhélt man

det Sg = 2det Sg,1 — det Sg,Q.

Damit kann man nun aber det S, fiir alle Graphen der Liste induktiv berechnen. Nehmen wir
den Graphen vom Typ A,. Wir wissen schon det A; = 2 und det A, = 3, siehe oben. Dann
folgt wegen det A, = 2det Ay_1 —det Ay_5 also det Ay = £+ 1 mit Induktion, denn entfernt man
von dem Graphen A, eine auflere Ecke ¢, so erhélt man A,_;, u.s.w.. Ebenso sieht man

det By = 2,
det D, = 4,
det Fy = 2det By — det By =1,
det Fg = 2det D5 — det Ay = 3,
det F; = 2det Dg — det A5 = 2,
det Eg = 2det D7 — det Ag = 1.

Dabei sind I',_; und I',_5 natiirlich nicht immer vom gleichen Typ wie I'y. Entfernt man zum
Beispiel eine auflere Ecke ¢ von Fj, so entsteht Bz. Entfernt man noch ¢ — 1, bleibt noch By
iibrig. In jedem Fall sind alle Determinanten positiv. Nun sind die fithrenden Minoren der sym-
metrischen Matrix zu 'y selbst symmetrische Matrizen zu gewissen Untergraphen von I',. Man
kann die Nummerierung so wahlen, daf alle diese Untergraphen zusammenhangend sind. Nun
hat die Liste der Graphen aber die schone Figenschaft, dafl jeder zusammenhangende Unter-
graph wieder in der Liste vorkommt. Also ist die Determinante jeder fithrenden Hauptminore
der gegebenen symmetrischen Matrix positiv. Damit ist die quadratische Form zu I'y positiv
definit.

Nun mufl man auch die Umkehrung beweisen: jeder Graph, der (A),(B), (C) erfiillt, ist in
unserer Liste enthalten !

LEMMA 2.8.2. Fiir jeden Graphen der folgenden Liste ist die Determinante der zugehorigen
quadratischen Form Q(x1,...,xy) gleich Null:
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A

Bgv  Te——e------- —e—»

i —» —e------- —e«—»

p > ® - - - ———-

EY ° ° I ° °

EM ° ° ° I ° ° °

E ° ° ° ° ° I ° °
GV ° o ®

rY ® ® «—»—

Dabei ist £ > 2 fir Agl) und Cél), (>3 fir Bél) und ¢ > 4 fir Dél).

Ein Graph I', hat hier £+ 1 Ecken. Zum Beispiel kann man sich Aﬁl) flir jedes ¢ > 2 als ein
regelméBiges (¢ 4 1)-Eck vorstellen. Wir bendtigen noch ein Lemma, um die Umkehrung oben
zu beweisen.

LEMMA 2.8.3. Sei I' ein Graph, der (A),(B),(C) erfillt, und I ein zusammenhdngender
Graph, den man aus I erhdlt, indem man entweder Ecken wegldfst, oder die Anzahl der Kanten
zwischen zwei Ecken verringert, oder beides tut. Dann erfillt T ebenso (A),(B), (C).

Mit diesen beiden Lemmata konnen wir den Beweis vollenden. Sei also I' ein Graph, der
(A),(B), (C) erfiillt. Die Liste der Graphen aus Lemma 2.8.2 wollen wir die Liste der verbote-
nen Untergraphen nennen. Denn I' darf keinen solchen Untergraphen enthalten, wegen Lemma
2.8.2 und Lemma 2.8.3. Insbesondere kann I' also keine Zykel enthalten, sonst hatte I' ja einen
Untergraphen vom Typ Aﬁl) flir ein ¢ > 2. Angenommen, I enthélt eine dreifache Kante. Dann
muf} I" der Graph GG sein, denn ansonsten enthielte I" einen verbotenen Untergraphen Ggl). Im
weiteren diirfen wir also annehmen, dafl I' keine dreifache Kante enthédlt. Angenommen, I’
enthélt eine doppelte Kante. Dann kann I' nicht mehr als eine doppelte Kante enthalten, an-
sonsten gabe es einen Untergraphen Cél) fiir ein £ > 2. Auch kann I' neben einer doppelten
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Kante nicht zusatzlich noch einen Verzweigungspunkt haben, ansonsten gabe es einen Unter-
graphen Bél) flir ein £ > 3. Also sieht I' wie eine Kette aus, mit nur einer Doppelkante. Sitzt

diese an einem Ende, so haben wir es mit B, zu tun. Ansonsten haben wir F vor uns, denn

sonst gabe es einen Untergraphen F 4(1). Nun diirfen wir annehmen, dafl I keine doppelten und

keine dreifachen Kanten enthélt. Hat I' keinen Verzweigungspunkt, so liegt A, vor fiir ein £ > 1.
Gibt es doch einen Verzweigungspunkt, dann nicht mehr als einen, ansonsten hatte man einen

Untergraphen Dél) fiir ein ¢ > 5. Also hat unser I' nun genau einen Verzweigungspunkt P,

von dem genau drei Kanten abgehen miissen, denn sonst gabe es einen Untergraphen Df). Die
Anzahl der Ecken auf diesen drei Kanten seien mit ¢1, {5, {3 bezeichnet, mit ¢; > {5 > (3. Dann
hat I" insgesamt also 1+ ¢; + {5 + {3 Ecken, mit P als Ecke im “Mittelpunkt” von I". Nun gilt

¢3 = 1, denn sonst waren alle ¢; > 2 und es gabe einen Untergraphen Eél). Falls ¢, = 1 ist,
so haben wir I' = D, fiir ein ¢ > 4. Falls ¢5 > 1, so folgt {5 = 2, denn sonst ware ¢1,¢y > 3

und I hétte einen Untergraphen Eél). Das bedeutet, wir diirfen jetzt f3 = 1, /5 = 2 annehmen.

Dann ist /1 < 4, ansonsten gabe es einen Untergraphen Eél). Also ist I' vom Typ Fjg, B oder
Es. Damit ist der Beweis fertig. Alle Graphen, die (A), (B), (C) erfiillen, sind in der Liste von
Theorem 2.8.1 enthalten. 0

Beweis von Lemma 2.8.2 :

BEWEIS. Sei zuerst I' = A?). Jede Zeile der symmetrischen Matrix der zugehodrigen
quadratischen Form hat einen Eintrag gleich 2, und zwei Eintrage gleich —1, und die an-
deren gleich Null. Die Summe aller Spaltenvektoren dieser Matrix ist also gleich Null, denn
jede Komponente dieses Vektors ist die Summe von Zeileneintragen, also gleich 2 -1 —1 = 0.

Daher ist det Agl) = 0. Bei allen anderen Graphen I' finden wir eine auflere Ecke ¢, die genau
zu einer anderen Ecke ¢ — 1 verbunden ist, und zwar entweder durch eine einfache, oder durch
eine doppelte Kante. Ist es eine einfache Kante, haben wir wie oben

det Sy = 2det Sy — det Sy_s.
Liegt eine doppelte Kante vor, gilt stattdessen
det S, = 2det Sy;_1 — 2det Sy_».
Damit konnen wir wieder alle Determinanten induktiv ausrechnen.
det B = 2det A5 — 2(det A;)? = 0,
det CSY = 2det By — 2det A; = 0,
det D" = 2det Dy — (det A;)* = 0,
det Eél) = 2det Fg — det A5 = 0,
det BV = 2det By — det Dg = 0,
det Eél) = 2det By — det E7 = 0,
det G;l) = 2det Gy —det A; =0,
det F4(1) = 2det Fy — det Bs = 0.
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Weiterhin folgt

det B = 2det D, — 2det D,y =0, >4,
det OV = 2det B, — 2det B,_; =0, (>3,
det D" = 2det D, — det Ay Dy_y =0, (> 5.

U
Beweis von Lemma 2.8.3 :
BEWwEIS. Wir miissen nur zeigen, da8 I'' wieder (C) erfiillt. Dazu sei also Q(xy,...,z) die
quadratische Form von I', und Q'(x1, ..., x,,) die von IV, mit m < ¢. Wir haben
¢ ¢
Q(zy,...,x0) = Zfo — Z VT,
i=1 ij=1
i]7£j
Q' (x1,...,7m) = Zfo - Z \/ Ty,
i=1 ij=1
i#]

mit ganzen Zahlen n;; < n;; fiir 1 < 4,5 < m. Angenommen ()" wire nicht positiv definit.
Dann gabe es reele Zahlen yy, . .., 4, nicht alle gleich Null, mit

Ql(ylv v 7ym> S 0.
Doch dann hatte man auch

Q(|y1|>"'>|yM|707"'70) = 22?/12 - Z vnij|yi||yj|
i—1 ij—1
i]7éj
<2}yl )y iy
i=1 ij=1
i#]
=Q' (Y1, Ym)

<0.

Mit anderen Worten, Q(v) < 0 mit v # 0. Somit wére auch Q(z1, ..., x,) nicht positiv definit.
Das ist ein Widerspruch. Also folgt die Behauptung. O

Wie gesagt, das Dynkin-Diagramm ist durch die Cartan-Matrix bestimmt durch die Eigen-
schaft n,;; = A;;Aji. Allerdings ist umgekehrt die Cartan-Matrix nicht immer eindeutig durch
das Dynkin-Diagramm bestimmt. Falls n;; = 2, so kann obige Gleichung 2 = —1 - —2 oder
2 = —2- —1 heiflen. Analoges gilt bei n;; = 3. Von den Graphen unserer Liste passiert das bei
By, Fy, G5. Wir konnen die Eindeutigkeit wiederherstellen, indem wir eine Orientierung in das
Dynkin-Diagramm einzeichnen:

DEFINITION 2.8.4. Im Dynkin-Diagramm wird ein Pfeil von der Ecke ¢ zur Ecke j eingeze-
ichnet, genau dann wenn ||y || > [Joy|| gilt, also |Aj;| > |A;].
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Im folgenden Bild bedeutet das linke Diagramm, daB ||a;|| = V2| ;] gilt, also A;; =
—1,A;; = —2. Beim rechten Diagramm haben wir |loy|| = v/3||q;||, und A;; = —1, Aj; = —3.
Der Pfeil kann also als Ungleichheitszeichen fiir die Langen der Fundamentalwurzeln angesehen
werden:

Fiir die Diagramme vom Typ Bs, Fy, G5 spielt die Richtung des Pfeils keine Rolle, da diese
Diagramme symmetrisch sind. Fiir By, ¢ > 3 macht es aber einen Unterschied. Deshalb wird
dieser Typ in zwei Typen wie folgt aufgespalten:

Cy ° ° ° ®------- c:é.

Das fithrt dann zu der klassischen Liste der Dynkin-Diagramme einfacher Lie Algebren. Hier
ist eine Tabelle dieser Lie Algebren zusammen mit Dimension, Rang und Kardinalitat des
Wurzelsystems und der Weylgruppe:

Tyo| g [rank(@]| (9] | dim@) | W]

A, | s,:1(C) | n>1 | n(n+1) | n(n+2) (n+1)!
B, |502,:1(C)| n>2 2n? n(2n +1) nl- 2"

Cn | sp2n(C) | n>3 o2n? n(2n +1) n!- 2"

D, | $09,(C) | n>4 |2n(n—1)|n(2n—1) n! .21
Gy | g2(C) 2 12 14 22.3

Fy | 1(C) 4 48 52 97 . 32

Bs | (C) 6 72 78 o7.31.5
Er | e(C) 7 126 133 |210.31.5.7
Bs | es(C) 8 240 248 | 2M.35.52.7

Dazu gehort die Liste der entsprechenden Cartan-Matrizen, eindeutig bis auf Permutation der

Indizes von A;;:
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2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1
Ay =
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
—1
By =
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
—1
C, =
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
Fi=1y9 2 2 1
0 0 -1 2

-1
-1 2
-1
-1
-1 2
-1
-1
-1 2
-1

81
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Der Eindeutigkeitssatz besagt, daB je zwei einfache Lie Algebren mit der gleichen Cartan-Matrix

isomorph sind, siehe [10].

2
-1

-1
2
-1

-1
2
-1

~1
Co—1
1 2
~1
—1 -1
2
2 -1
1 2
~1
2 -1 -1
—1 2
~1 2 -1
1 2
~1
2 -1
-1 2 -1 -1
1 2
~1 2
~1

-1
2
-1
-1
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-1
2
0

—1
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2.9. Der Struktursatz von Serre

Nachdem wir alle einfachen Lie Algebren durch die Dynkin-Diagramme und Cartan-Matrizen
klassifiziert haben, fragen wir uns umgekehrt, ob es zu jedem Dynkin-Diagramm eine eindeutige
halbeinfache Lie Algebra gibt, deren Dynkin-Diagramm gleich dem vorgegebenen ist. Mit an-
deren Worten, gegeben ein abstraktes Wurzelsystem, gibt es dazu eine halbeinfache Lie Algebra,
deren Wurzelsystem zu dem gegebenen Wurzelsystem isomorph ist 7 Dieses Existenzproblem
hat eine positive Antwort, die zuerst von J. Tits gefunden worden ist (1966). Die Konstruk-
tion der Lie Algebra ist aber fiir jeden Fall verschieden. Das ist kompliziert, jedenfalls fiir die
exzeptionellen einfachen Lie Algebren. Der Struktursatz von Serre 16st ebenfalls das Existen-
zproblem. Er liefert sogar eine einheitliche Konstruktion aller einfachen Lie Algebren durch
Erzeuger und Relationen, die direkt aus den Cartanzahlen der Wurzelsysteme abgeleitet ist.
Das beweist dann auch die Existenz der exzeptionellen einfachen Lie Algebren auf elegante
Weise.

Sind o und § Wurzeln, und als Abkiirzung jetzt

(B,a) :==2

(@, @)’

so erstreckt sich der Wurzelstring 5+ ja von S—ra bis f+qa, wobei r—q = (f, ). Gehoren «,
zur Basis IT des Wurzelsystems @, so ist 8 — « keine Wurzel (wegen positivem und negativem
Koeffizient), und der Wurzelstring ist

B,6+a,....B+qx
wobei ¢ = —(f, ). Deshalb ist
(adxy) P9 g5 =0
fiir x, € go und z5 € gg, aber
(adzo)*zs 0, 0<k < —(B3,a),

falls z, # 0,25 # 0. Sei nun II = {ay,...,a}. Dann kénnen wir e; € g,, und f; € g_,,
auswahlen, mit h; = [e;, f;], so dafBl

€1,...,€Eyp, fl,...,fg, hl,...,hg

die Lie Algebra erzeugen, und folgende Relationen gelten:

(ade;) it le; = 0, i # j,
(ad fi) =T = 0,0 #

Der Struktursatz von Serre besagt nun, dafl dieses eine Prasentation einer halbeinfachen Lie
Algebra ist:
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THEOREM 2.9.1 (Serre). Es sei ® ein Wurzelsystem vom Rang { und 11 = {ay, ..., as} eine
Basis von ®. Dann ist die komplexe Lie Algebra, die von den 3¢ Elementen e;, f;, h; erzeugt ist
und die Relationen (2.9) bis (2.15) erfillt, eine halbeinfache Lie Algebra, deren Wurzelsystem
1somorph zu P ist.

PRrROOF. Der Beweis ist zu lang fiir unsere Vorlesung. Wir versuchen nur, eine Beweisidee
zu geben. Sei § die freie Lie Algebra mit 3¢ Erzeugern

Xlu"'aXZu 1/17"'7}/57 Zl7"'7ZZ-
Sei g eine halbeinfache Lie Algebra mit Erzeugern und Relationen (2.9)—(2.15). Dann gibt es

einen eindeutigen Lie Algebra Homomorphismus ¢: f — g mit ¢(X;) = e;, p(Y;) = f; und
©(Z;) = h;. Sei a das Ideal in f, das von den Elementen

(Zi, Z3), [ X3, Y] = 04523, [ Zi, X] — (e, i) X, [Z, Y] + (0, i)Y

1y ) ]

erzeugt wird. Definiere die Lie Algebra
m = f/a.

Diese Lie Algebra hat genau die ersten fiinf Relationen von oben, die letzten beiden sind
herausfaktorisiert. Es bezeichne z; das Bild von X; in m, y; das Bild von Y; und z; das Bild
von Z;. Man kann nun m als Lie Unteralgebra einer Lie Algebra End(A) realisieren, mit
A =T(V) der Tensoralgebra eines gewissen Vektorraums V' mit Basis vy, ..., v,. Man definiert
eine Operation von f auf A, deren Kern das Ideal a enthélt. Damit erhélt man eine Aktion von
m auf A, ¥»: m — End(A). Nun kann man zeigen, daff die Elemente z;, y;, 2; linear unabhéngig
sind, und die z; eine /-dimensionale abelsche Lie Unteralgebra 3 von m erzeugen. Dann folgt,

daf3
m=m_®3j;Emy,

wobei m, die von den x; erzeugte Lie Unteralgebra ist, und m_ die von den y; erzeugte Lie
Unteralgebra. Mit

Cij = <Oél',Oéj>
definieren wir fiir alle ¢ # j in {1,2,...,¢} die Elemente
wiy = ad(2;) " (),
yi = ad(ys) "7 (y)-

Die letzten beiden Relationen von oben, nédmlich (2.14) und (2.15), gelten genau dann wenn
das das Ideal €, das die x;; und y;; erzeugen, Null ist. Man rechnet nach, dafl fur alle £ und

i # j gilt

(2.16) ad(ze) (yi;) =

(2.17) ad(yx)(zi;) =
Wir wollen nun also zeigen, dafl

g:=m/¢

eine endlich-dimensionale, halbeinfache Lie Algebra ist, mit Cartan-Unteralgebra h = 3/¢ und

Wurzelsystem ®. Dazu sein i das von den xz;; erzeugte Ideal in my, und j das von den y;;

erzeugte Ideal in m_. Dann hat man
i+jct
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Wir behaupten, da8 i bzw. j auch Ideale in m sind: jedes y;; ist ein Gewichtsvektor fiir 3, und
[3,m_] C m_. Deshalb ist [3,j] Cj]. Andererseits ist [z, m_] C 3+ m_ und [z}, y;;] = 0 wegen
(2.16). Die Jacobi-Identitdt impliziert dann ad(zg)(j) C j. Da die 25 aber m, erzeigen, folgt
auch [m,,j] C j mit der Jacobi-Identitdt. Deshalb ist j ein Ideal von m. Das gleiche Argument
zeigt auch, dafl i ein Ideal in m ist, und somit auch i +j. Da letzteres Ideal auch die Erzeuger
von £ enthélt, folgt
tE=1+4).

Insbesondere gilt 3Nt = 0, so daf 3 isomorph ist zu einer /-dimensionalen abelschen Unteralgebra
von g = m/¢, durch Projektion. Wegen jNm, = 0 und i N m_ = 0 gilt, als Vektorraumsumme

g:n—@h@n-i-)

wobei n_ = m_/j und ny = m,/i. Die z;,y;, z; bilden jeweils eine s[(2), also eine einfache Lie
Algebra. Deshalb ist die Projektionsabbildung ein Isomorphismus auf jeder sl(2). Die Bilder
X, Yi, Z; von seien mit e;, f;, h; bezeichnet. Dann ist g also durch die 3¢ Elemente

€1,...,6€y, fl,...,fg, hl,...,hg

erzeugt, und alle Relationen (2.9)—(2.15) sind erfiillt. Mit etwas Arbeit kann man nun noch
zeigen, dafl g keine abelschen Ideal enthilt, also halbeinfach ist, und ® als Wurzelsystem hat.
O
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