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Historische Einleitung

Homologie- und Kohomologie-Theorie haben ihren Ursprung in der Topologie des neunzehn-

ten Jahrhunderts. Sie wurde begonnen unter anderem mit den Arbeiten von Riemann (1857),
Betti (1871) und Poincaré (1895) iiber “Homologiezahlen” von Mannigfaltigkeiten. In der Zeit
von 1940 — 1955 kam der Aufstieg algebraischer Methoden mit der homologischen Algebra.
Die Homologie und Kohomologie von mehreren algebraischen Systemen wurde definiert und
studiert: Tor und Ext von algebraischen Gruppen, Homologie und Kohomologie von Gruppen
und Lie-Algebren, Kohomologie von assoziativen Algebren, und Garbenkohomologie. Das Buch
von Cartan und Eilenberg ([5] 1956) vereint alle bis dahin vereinzelt auftretenden Homologi-
etheorien, indem systematisch derivierte Funktoren verwendet werden, sowie projektive und
injektive Auflosungen von Moduln. Es hatte einen enormen EinfluBl auf die weitere Entwick-
lung der homologischen Algebra. Viele neue Theorien entstanden: K-Theorie, Galois Theorie,
étale Kohomologie, Galois Kohomologie und so weiter.
Lie-Algebra Kohomologie wurde von Elie Cartan, Claude Chevalley und Samuel Eilenberg er-
funden, um die de Rham Kohomologie einer kompakten Lie Gruppe zu berechnen. Cartan
hatte gezeigt, dafl die Kohomologie von Lie Gruppen auf die von kompakten Lie Gruppen
zuriickgefiihrt werden kann. Chevalley und Eilenberg definierten in ihrer Arbeit [9] zunéchst
die Lie-Algebra Kohomologie H"(g, R) mit dem trivialem Modul R, indem sie die de Rham Ko-
homologie H},(G,R) fiir eine kompakte zusammenhéngende Lie Gruppe G auf Lie-Algebren
iibertrugen. Dann erhélt man einen Isomorphismus HJ,(G,R) = H"(g,R), wobei g die Lie-
Algebra von G ist. Um auch die Kohomologie H"(G/H,R) der homogenen Réume G/H von G
studieren zu konnen, definierten Chevalley und Eilenberg die Kohomologie H" (g, M) fiir einen
beliebigen g-Modul M. Die Arbeit [9] enthilt auch schon die Interpretation von H?(g, M)
als Lie-Algebra Erweiterungen von g durch M, sowie die Deutung der Whitehead Lemmata
als H'(g, M) = H*(g, M) = 0 fiir endlich-dimensionale halbeinfache Lie-Algebren tiber einem
Korper der Charakteristik Null, und endlich-dimensionalem g-Modul M.

Dieses Skript ist als Erganzung zu einer Grundvorlesung Lie-Algebren und Darstellungstheorie
gedacht. Es soll eine elementare Einfiihrung in die Kohomologie von Lie-Algebren geben. Die
funktorielle Definition von Kohomologie ist nur iibersichtsartig dargestellt. Es wird deshalb oft
auf Einzelheiten und Beweise verzichtet. Diese kann man aber in der Standardliteratur nach-
lesen. In Kapitel 3 fehlen natiirlich noch viele Anwendungen und Resultate von Lie-Algebra
Kohomologie.






CHAPTER 1

Die Definition von Lie-Algebra Kohomologie mittels
Korandoperator

Lie-Algebra Kohomologie wurde zuerst mittels Korandoperator definiert, d.h., durch eine
explizite Formel, siehe [9] oder [18]. Im Gegensatz dazu steht die allgemeine Definition, die
Lie Algebra Kohomologie als rechts-derivierten Funktor des links-exakten Invariantenfunktors
M — M?9 definiert.

1.1. Die Kohomologiegruppen H"(g, M)
DEFINITION 1.1.1. Sei M ein g-Modul. Dann heifit

M={meM|zem=0Vzecg}
= H'(g, M)

der Invarianten-Untermodul von M bzw. die nullte Kohomologiegruppe von g mit Koeffizienten
in M.

Seien V und W Vektorraume. Wir erinnern daran, daf eine multilineare Abbildung f: V? —
W alternierend heifit, falls f(v1,...v,) = 0 gilt, sobald v; = v; fiir ein Indexpaar i < j gilt. Ist
o € S, so folgt

f(Woys- oy 0g,) =sgn(o) - f(vr,...,vp)

Es bezeichne Alt(V™, W) den Vektorraum aller alternierenden Multilinearformen f: V" — W.
Es gilt

Hom(A"(V), W) = Alt(V", W)
DEFINITION 1.1.2. Sei g eine Lie-Algebra der Dimension n iiber einem Korper K. Sei M ein

g-Modul mit der Operation g x M — M, (z,m) +— x «m. Dann ist der Raum der p—Koketten
definiert durch

Homyg (APg, M) if p > 0,

C?(g, M) =
(9. M) {0 if p<0.

Wir setzen zudem

C%g, M) =M

Clg, M) = @ C*(g, M)

Den Raum der p—Koketten konnen wir auch als Alt(gP, M) interpretieren.

3



4 1. DIE DEFINITION VON LIE-ALGEBRA KOHOMOLOGIE MITTELS KORANDOPERATOR

DEFINITION 1.1.3. Die Korand Operatoren d, : C*(g, M) — CP*'(g, M) sind lineare Abbil-
dungen, die definiert sind durch

(dpw)(@o A Aay) = > (=1 w(lz, ] Axg A AB A AT A+ A )
0<r<s<p

~

p
+ Z(—l)ta:t.w(xg/\---/\xt/\---/\xp),
=0

fir p > 0 und w € CP(g, M). Fiir p < 0 setzen wir d,, = 0. Die Abbildungen d, induzieren auch
eine lineare Abbildung
d: C(g, M) — C(g, M)

Man beachte, daf d,(w) tatsichlich ein Element von CP(g, M) ist.

DEFINITION 1.1.4. Die Elemente des Unterraumes Z?(g, M) = kerd, heiBen p-Kozykeln,
und die des Unterraumes BP(g, M) = imd,_; heiflen p-Kordinder.

Wir werden bald zeigen, daf88 d, o d,_; = 0 gilt, d.h., BP(g, M) C ZP(g, M). Deshalb macht
folgende Definition Sinn.

DEFINITION 1.1.5. Der Quotientenraum
H"(g, M) = 2"(g, M)/ B’ (g, M)
heifit p-te Kohomologiegruppe von g mit Koeffizienten in dem g—Modul M.
BEMERKUNG 1.1.6. Die Sequenz
0 — C°(g, M) % O (g, M) L5 C*(g, M) — - --

bildet einen Komplex. Er heifit der Standard-Kokettenkomplez und wird mit {C*(g, M), d}
bezeichnet [18].

Fir n = 0,1,2,3 haben wir insbesondere, mit der Interpretation als alternierende Abbil-
dungen:

(dow)(xg) = Tgew
(dyw) (o, z1) = zo e w(x1) — 1 e w(x0) — w([0, 71])
(dow) (g, 1, T2) = xg e W(T1,T2) — 1 e W(To, T2) + T2 e w(Tg,x1)

— w([xo, 1], 22) + w([xo, T2], 1) — w([x1, 23], 7o)

(dsw)(xg, T1, T, x3) = To e w(x1, To, T3) — X1 0 W(T0, Ta, T3)
+ x9 e wW(xp, T1,%3) — T3 e wW(T0, T1, T2)
— w([xo, 1], T2, 3) + w([T0, T2, 1, X3)
— w([zo, 3], 1, x2) — w([T1, 2], T0, X3)
+ w([x1, 23], 0, T2) — W([T2, x3], 0, 1)

n = 0: Wir haben BY(g, M) = 0. Also ist
H%g,M)=2Z%g,M)={me M|rem=0Vx € g}
— MO
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tatsachlich der Modul der Invarianten.
n = 1: Der Raum der 1-Kozykeln and 1-Korander ist gegeben durch

Z'(g. M) = {w € Hom(g, M) | w([z,y]) = v e w(y) —y s w(2)}
B'(g, M) = {w € Hom(g, M) | w(x) = x «m fiir ein m € M}

Angenommen M ist der triviale g-Modul K. Dann ist dy = 0 und (dyw)(z,y) = w(ly, z]). Also
erhalt man

H'(g,K) ={w e g" | w([g,g]) =0}
= (g/lg,9])"

Ist M ein trivialer g-Modul, so gilt allgemeiner
H'(g, M) = Hom(g/[g, g]), M)

Falls M = g der adjungierte g—Modul ist, so ist H'(g, g) = Der(g)/ad(g) der Raum der duleren
Derivationen von g. Dabei ist ad(g) = {adz | x € g} der Raum der inneren Derivationen von

g.
n := 2 Der Raum der 2-Kozykel und 2-Korander ist gegeben durch

Z2(g, M) = {w € Alt(g>, M) | 21 e w(2, 73) — 79 0 (21, T3) + T3 0 w(21, T2)
— w([21, 2], m3) + (|21, 23], 22) — wW([22, 23, 1) = O}

B%*(g, M) = {w € Alt(g*, M) | w(z1,22) = 21 0 f(22) — 220 f(21) — f([71,22])
fir ein f € Hom(g, M)}

Wenn wir M = K als trivialen g—Modul wahlen, erhalten wir als Spezialfall:
Z%(9, K) = {w € Alt(¢°, K) | w([a1, 23], 23) — w([ar, 23], 22)
+ UJ([.TQ, CCg], Q?l) = O}
B*(g, K) = {w € Alt(¢%, K) | w(z1,22) = f([21,72])
fiir ein f € Hom(g, K)}

DEFINITION 1.1.7. Sei i(z): CP(g, M) — C?~(g, M) die lineare Abbildung, die fir = € g
definiert ist durch

(i(x)w) (21, ..., 2p_1) =w(T, 21, ..., Tp_1)
Sie heifit Einfiigungsabbildung. Man definiert i(x) als Null auf C°(g, M).

DEFINITION 1.1.8. Sei p: g — gl(C?(g, M)), z — p(x) die lineare Abbildung, die definiert
ist durch
P
(p(x)w)(x1, ..., 2p) = — Zw(ml, N P 2 P

i=1

+rew(ry, ... 1))

p .
=Y (—D'w(lzr,z], 21, Tiy ..., Tp)
i=1
+zew(zy,... 1))



6 1. DIE DEFINITION VON LIE-ALGEBRA KOHOMOLOGIE MITTELS KORANDOPERATOR

SATZ 1.1.9. Die induzierte Abbildung p: g — gl(C(g, M)) ist eine Lie-Algebra Darstellung,
fur die die sogenannte Cartan-Formel gilt:

(1.1) pla) = dypy oi(z) +i(z) o dp

BEMERKUNG 1.1.10. Wir lassen bei den Abbildungen d, manchmal die Indizes weg, d.h.,
schreiben nur p(x) = doi(z) 4 i(z) o d.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dafl

(1.2) o[z, y]) = [p(x), p(y)]

gilt. Dazu berechnen wir

p(z)p(y)w(z1,...,2p) =T (y ew(xy,...,1p))

Daraus folgt dann, mit der Jacobi Identitat

p(z), p(y)]w(z1, ..., 2p) =[x,y e w(1, ..., 7))

- Zw(xl,...,[[x,y],xi],...,xp)

= ol ol ).

Um die Cartan-Formel einzusehen, schreiben wir die Formel fiir den Korandoperator mit Hilfe
der Abbildung i(zy) wie folgt um:

d(i(xo)w)(z1, ..., ng. i(xo)w) (T, .oy Tpy ooy Tp)
+ Z 1) i a0)0) ([0, 2] 1, T B 3p).
0<t<k<p—1

Mit w(zo, [xi, x5], ..., 2p) = —w([z;, 2], To, . . . x,) folgt dann
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(i(.%'o)dW)(iCl, 7:[;1)) = (dw) Zo, X1, 7xp)
= (-1 zgew(ry,... 1)
p
+ (_1)]1.] ou)(l'o, 7@7 7*1';0)
j=1
+ (—1>0+JW([ZE0,IJ],I1, 7@7 pr)
+ Z ( 1)i+jw([xz>$]]7x0a 7‘%\“ 7@7 75Bp)
1<i<j<p
- (p(QJ())w)(I'l, 7xp)
p
= (=1 e (iwo)w) (w0, - Ty )
j=1
- Z ( 1)Z+J(i($0)W)([.I'Z,QTJ],.Z'l, 7']/:\17 7@7 7$p)
1<i<i<p
- (p(.ro)W) <$17 7xp) - d(l<$0)w)(xl7 7xp>)
und das ergibt die Behauptung. O

SATZ 1.1.11. Es gelten die folgenden Formeln, fur alle x,y € g:

(1.3) i([z,y]) = [i(x), p(y)]

Andererseits ist

p(Y)(i(z1)w)(z2, . .., xp) =y (i(z1)w) (T2, . .., Tp)

=yew(ry,..., 7)) — w(xr, T, .., Y, T5], -, Tp).

=2

Die Differenz der beiden Terme, also i(x1)p(y)w — p(y)i(z1)w, entspricht der rechten Seite von
(1.3): sie ist gleich dem Summanden fiir j = 1 in der ersten Summe, ndmlich

—w([y, z1], @2, .., xp) = (i([z1, y]))w) (22, . . ., xp).
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Also folgt i(x)p(y) — p(y)i(x) = i([x,y]). Um (1.4) zu zeigen, berechnen wir mit (1.1) und (1.3):

[o(x), p(y)] = doi(x) +i(x) o d, p(y)]

=doi(x)opy) +i(x)edeply) —ply) e dei(z) = p(y) e i(x)od
=dep(y)ei(z)+i(x)edeply) +dei(z)eply) +i(x)ep(y)od
—p(y)edei(x) —i(z)op(y)od—dep(y) ei(x) — p(y) ei(x) o d
= [d, p(y)] o i(z) +i(z) o [d, p(y)] + d = [i(), p(y)] + li(x), p(y)] o d
= [d, p(y)] o i(x) +i(z) o [d, p(y)] + d o i([x, y]) + i([z,y]) o d
= [d, p(y)] o i(z) +i(z) o [d, p(y)] + p([z, y])
Da aber p eine Darstellung ist, folgt daraus
(1.5) [d, p(y)] o iz) + i(x) o [d, p(y)] = O

Jetzt kénnen wir mit Induktion iiber den Grad k von C*(g, M) beweisen, daf [d, p(y)] = 0 gilt.
k=0:FirweC%g, M) =M gilt

(Id, p(y)]w)(x) = (dp(y)w)(x) — (p(y)dw)(z)
=d(yew)(z) — (y o (dw))(z)
=Te(yow) —ye(rew)—dw(ly,])

=[z,ylew+ [y, ] ew
=0

k +— k + 1: Wir haben [d, p(y)]C*(g, M) = 0 nach Induktionsannahme. Es folgt mit (1.5)
i(x) o [d, p(y)]C* (g, M) = —[d, p(y)]i(x)C* (g, M)
C [d, p(y)]C*(g, M)
= {0}
fiir alle x € g. Daraus folgt [d, p(y)]C*(g, M) = 0. O
Nun beweisen wir, wie verspochen, den folgenden Satz:
SATZ 1.1.12. Der Korandoperator d,, erfillt d,od, 1 =0 fir alle p > 1, d.h., d*> = 0.
BEwEIs. Mit (1.1) und (1.4) folgt
0= [p(x),d]
= [dei(z),d] + [i(x) o d, d]
=d*oi(x) —i(z)od®

Mit dieser Formel zeigen wir induktiv d? = 0.
k=0: Fiirwe C%g, M) =M ist (dw)(x) = x e w. Daher gilt

(W) (z,y) = z o dw(y) — y o dw(z) — dw([z, y])
=Te(Yyoew)—ye(rew)—|[z,ylew
=0



1.1. DIE KOHOMOLOGIEGRUPPEN H"(g, M)
k +— k + 1: Angenommen, d*(C*(g, M)) = {0}. Dann folgt

i) o d*(C**(g, M) = d* = i(2)(C*" (g, M)
C d*(C*(g. M)) = {0}

und somit d?(C*1(g, M)) = {0}.

O

Die Lie-Algebra g operiert auf dem graduierten Vektorraum C(g, M) durch z « w = p(z)w.
Der Korandoperator d kommutiert mit dieser Aktion, wie wir in (1.4) gesehen haben. Also sind
die Rédume Z?(g, M) und BP(g, M) beide g-invariant und wir erhalten eine Operation auf dem

Quotienten H?(g, M). Das macht H?(g, M) zu einem g-Modul, der allerdings trivial ist:

LEMMA 1.1.13. Die Operation von g auf HP(g, M) ist trivial, d.h.,
ge2Z”(g, M) C B*(g, M)

BEWEIS. Sei w € ZP(g, M), also d,w = 0. Wegen (1.1) folgt

p(z)w =i(z) o dyw + dp—q o i(z)w
=d, 1 oi(x)w

welches in BP(g, M) liegt. Also ist die induzierte Operation auf H?(g, M) trivial.

O

Falls M ein trivialer g-Modul ist, konnen wir auch die Lie-Algebra Der(g) auf H?(g, M)
operieren lassen. Dazu definieren wir eine Darstellung 7: Der(g) — gl(C(g, M)) durch Endo-
morphismen 7(D) € End(C?(g, M)) fiir D € Der(g) wie folgt: fiir w € Cp(g, M) setzen wir

m(D)(w) = D e w mit

(1.6) (D ew)(x1,...,1,) = —Zw(xl,...,p(xj),...,xp)
SATZ 1.1.14. Es gelten die folgenden Formeln:
(1.7) (D), i(2)] = i(D(x))
(1.8) [7(D), p(x)] = (D( )
(1.9) [7(D),d] =
BEWEIS. Seien w € CP*1(g, M), D € Der(g) und z € g. Dann folgt mit (1.6)

D(i(z)w)(x1, ... ,Tp) = — Z(z(m)w)(wl, oo D(xy), .0 1p)

= _ZW(L"El? 7D(x3)7 vxp)
= (W(D)(w»(aj’xl? >xp) +W(D(x) T, :ij)
)(w) + (i(D(x))(w), also (1.7). Die Beziehung

Das bedeutet (7(D)i(x))(w) = (i(x)m(D)
[
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auf g impliziert (1.8) fiir die Darstellung p auf C(g, M). Wir iiberlassen die Rechnung dem
Leser. Jetzt konnen wir die Cartan-Formel (1.1), sowie (1.7), (1.8) anwenden, um die Relation

(1.10) i(x)[m(D),d] + [7(D),d]i(z) =0
zu zeigen:
i((D(x))d + di(D(x)) = p(D(x))

= [7(D),i(z)d + di(z)]

n(D)i(x)d — di(z)n(D)
= (i(D(x))d + i(x)m(D)d)

7(D)di(x) — i(z)dn(D)

=i(D(x))d + i(zx)[r(D),d] + [7(D), di(x) + di(D(x))

Die Relation (1.10) benutzt man nun wieder, um (1.9) mit Induktion zu zeigen. Fiir w €

C%g, M) = M gilt dv = 0 und 7(D)w = D ew = 0, also auch [r(D),dJw = 0. Nimmt man
[7(D),d]C*(g, M) = {0} an, so folgt wegen (1.10) wieder [r(D),d]C**1(g, M) = {0}. O

Also erhélt die Operation von w(D) auf CP(g, M) die Rdume ZP(g, M), B?(g, M), da sie
mit d kommutiert. Wir erhalten daher den folgenden Satz:

SaTz 1.1.15. Sei M ein trivialer g—Modul. Die Darstellung 7: Der(g) — gl(C(g, M))
induziert eine Modul-Operation von Der(g) auf H?(g, M).

+ 7(D)di(z) — i(z)dr(D)
+(

di(D(x)) - dr(D)i(x))

1.2. Interpretation von H'(g, M)

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daf die erste Kohomologiegruppe gewisse Erweiterun-
gen von g-Moduln beschreibt.

DEFINITION 1.2.1. Es seien V, W zwei g-Moduln. Ein g-Modul V; heifit Erweiterung von
V durch W, falls

(1.11) 0W 33V -0
eine kurze exakte Sequenz von g-Moduln ist.

DEFINITION 1.2.2. Eine Erweiterung Vi von V' durch W heifit trivial, oder zerfallend, falls
es in (1.11) einen Modulhomomorphismus 7: V' — V; gibt mit o7 = id}y.

Ist die Erweiterung (1.11) zerfallend, dann ist die Abbildung VW — Vi, (x,a) — a+7(x)
ein g-Modul Isomorphismus.

DEFINITION 1.2.3. Es seien Vi, V5 zwei Erweiterungen von V' durch W. Die beiden Er-
weiterungen heiflen dquivalent, falls es einen g-Modul Homomorphismus ¢: V; — V5 gibt, so
dafl das folgende Diagramm kommutiert:

v, 5

Es bezeichne Ext(V, W) die Menge der Aquivalenzklassen aller g-Modul Erweiterungen (1.11)
von V durch W.
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Falls die Erweiterungen V; und V5, aquivalent sind, so sind sie automatisch isomorph als
g-Moduln, da ¢ nach dem Fiinferlemma bijektiv ist. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Wir wollen nun zeigen, daf§ die Aquivalenzklassen von Erweiterungen der Form 0 — W % 1} LA
K — 0 mit dem trivialen g-Modul K genau durch H'(g, W) klassifiziert werden. Wir beginnen
mit der Feststellung, dafl jedes w € Z'(g, W) eine Erweiterung von K durch W induziert.

LEMMA 1.2.4. Sei W ein g-Modul und w € Z'(g,W). Man definiere auf W, := K x W
eine Operation von g durch

(1.12) e (t,w) = (0,z.w+ tw(x))
furx € g,w e W und t € K. Damit wird W,, zu einem g—Modul der Dimension dim W + 1.
BEWEIS.
To(ye(t,w)) —ye(ze(t,w)) =xze(0,y.w+tw(y)) —ye(0,r.w+ tw(x))
(0 (yw) +tr.w(y )) 0,y.(z.w) + ty.w(x))
= (0, [z, y].w + t(z.w(y) — yw(z)))
= (0, [z, y].w + tw([z, y])

= [z, 9]« (t,w)
0

KOROLLAR 1.2.5. 0 = W & W, By K =5 0 ist eine kurze exakte Sequenz von g—Moduln.

Sind A und B zwei g—Moduln mit Produkt z.a und z b for x € g,a € A,b € B, so wird
Hom(B, A) zu einem g—Modul durch

(1.13) (z 0 @) (b) = z.p(b) — p(x = b)
fir € g und ¢ € Hom(B, A).
THEOREM 1.2.6. Fur zweit g—Moduln A und B gilt
(1.14) Ext(B,A) = H'(g,Hom(B, A))
Insbesondere gilt fiir den trivialen g—Modul Ext(K, A) = H'(g, A).

BEWEIS. Sei 0 » A — C 55 B = 0 cine Erweiterung von B durch A. Fiir B = K sind
die beiden g-Moduln A und Hom(K, A) isomorph. Also gilt Ext(K,A) = H'(g, A) wegen
(1.14). Mit anderen Worten, H'(g, A) klassifiziert die Aquivalenzklassen von Erweiterungen
0-A—-C—K-—=0.

Es ist klar, dafl wir die Modulerweiterung C' als B x A schreiben konnen, versehen mit der
Operation

(1.15) ze(bya) = (x.b,z.a+ w(x)(b))

wobei x € g,a € A,b € B und w € Hom(g, Hom(B, A)) = C'(g, Hom(B, A)). Um das zu sehen,
wahle man eine transversale Funktion 7, also eine lineare Abbildung 7: B — C' mit 703 = id|p
und definiere

wr(z)(b) = w(z)(b) := z.7(b) — T(x.b)
Dann ist namlich die Abbildung
v:BxA—C, (bja)—7(b)+a
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eine g-Modul Isomorphismus. Allerdings definiert (1.15) erst dann eine g—Modul Struktur auf
B x A, wenn w € Z'(g, Hom(B, A)) ist: einerseits ist
[y, 2]« (b, a) = ([y, 2].b, [y, x].a + w([y, 2]) (1)),
andererseits ist
Yolae(b,a) = ey b)) = (1.(00), y.(2.0) + y() () + wly) (.h))
— (z.(y-b), .(y.a) + v.w(y)(b) + w(z)(y.b))
— ([p, )b, [y, 2] + yo(z) (8) + wiy)(z-d)
— 2ly)(b) — w(@)(y.b))
= ([y, 2].b, [y, z].a+ (y - w(2))(b) — (z - w(y))(b))

Offenbar sind beide Ausdriicke genau dann gleich, wenn

w(ly, 7)) = yw(z) — z.0(y)
gilt, d.h., wenn w € Z'(g,Hom(B, A)) ist. Damit haben wir eine Korrespondenz zwischen
Erweiterungen von B durch A und dem Raum Z'(g, Hom(B, A)). Nun haben wir aber noch
verschiedene Parametrisierungen von C als B x A, indem wir verschiedene transversale Funk-
tionen 7 wihlen konnen. Fiir eine lineare Abbildung v € Hom(B, A) ist

Wr iy (2)(b) = .((T +7)(b)) — (T +7)(x.b)
=z.7(b) — 7(x.b) + z.v(b) — y(z.b)
= wr(x)(b) + (z.7)(0)
Also gilt w;y, = w; + dy. Daher unterscheiden sich w;, und w; nur durch einen 1-Korand.
Verschiedene Wahlen von 7 fiihren also zu kohomologen Kozykeln. Es folgt, dafl aquivalente

Erweiterungen von B durch A den Klassen [w,| in H!(g, Hom(B, A)) entsprechen. Damit erhélt
man eine Bijektion von Ext(B, A) mit H'(g, Hom(B, A)). O

Ein wichtiges Resultat iiber die erste Kohomologiegruppe ist das sogenannte Whitehead-
Lemma:

THEOREM 1.2.7 (Whitehead). Sei g eine endlich-dimensionale halbeinfache Lie-Algebra

tuber einem Korper K der Charakteristik Null und M ein endlich-dimensionaler g—Modul. Dann
gilt H'(g, M) = 0.

BEwWEIS. Nach dem Theorem von Weyl ist jeder endlich-dimensionale g-Modul einer endlich-
dimensionalen halbeinfachen Lie-Algebra halbeinfach. Das bedeutet, dal jeder Untermodul ein
Modulkomplement hat. Daher sind alle Modulerweiterungen trivial und es folgt

0 = Ext(B, A) = H'(g, Hom(B, A))

fiir jedes Paar endlich-dimensionaler g-Moduln A, B. Insbesondere folgt fiir B = K dann
H'(g, A) = 0 fiir alle endlich-dimensionalen A. O

BEMERKUNG 1.2.8. Fiir mehr Details, und die Verwendung des Casimir Operators, siehe
[14]. Mit dem Whitehead-Lemma la8t sich umgekehrt der Satz von Weyl relativ leicht folgern.
Man beachte, dal das Whitehead-Lemma im allgemeinen fiir Korper der Charakteristik p > 0
nicht giiltig ist.

KOROLLAR 1.2.9. Fine endlich-dimensionale Lie-Algebra g ist genau dann halbeinfach,
wenn H' (g, M) =0 fir alle endlich-dimensionalen g—Moduln M gilt.
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Wir wollen die erste Kohomologie fiir zwei Beispiele ganz explizit ausrechnen. Es gilt ja,
wie gesagt, fir den adjungierten Modul M = g, H'(g,g) = Der(g)/ ad(g) weil

Z'(g,9) = {D € End(g) | D([z,y]) = [z, D(y)] + [D(z), y]} = Der(g)
B'(g,g) = ad(g)

BEISPIEL 1.2.10. Sei g = sly(K) und char(K) # 2. Dann gilt H'(g,g) = 0. Fir char(K) =
2 ist g = n3(K) die Heisenberg Lie Algebra, und dim H'(g,g) = 4.

Das folgt fiir char(K’) = 0 natiirlich auch schon ohne Rechnung aus dem Whitehead-Lemma,
oder allein schon aus der Tatsache, daf3 alle Derivationen halbeinfacher Lie-Algebren innere sind,
d.h., Der(g) = ad(g). Sei (e, ez, e3) eine Basis von sly(K) mit

Sei nun D € End(g) gegeben durch

Die Bedingung

bedeutet
are; + ages + ageg = [61, y4€q + aeq + &663] + [ozlel + ages + azes, 62]
= (06563 — 20[661) + (Oé1€3 - 20(362)
Wir erhalten die linearen Gleichungen

Oé7+20£620
Oé8+2043:0

@9-&5-0&120

Ganz analog folgt aus den Bedingungen fiir D([ey, e3]), D([e2, e3]) dann noch

20&9 =0
—40[2 =0
4044 =0

Damit ist, falls 2 # 0 gilt, jede Derivation von der Form

(6%} 0 —2066 1
D= 0 —oay —2043 = Q4 adel — Q3 adeg + 5&(163
a3 Qg 0
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Das bedeutet Z'(g,g) = Der(g) = adg und H'(g,g) = 0. Im Fall 2 = 0 folgt
a1 Oy 0

D= Qg QOf 0
az g Q1+ Qs

Dann ist dim Z*(g, g) = 6 und dim B'(g, g) = dim ad(g) = 2.

BEISPIEL 1.2.11. Sei g = ny(K) die filiform nilpotente Lie-Algebra der Dimension 4, und
K beliebig. Dann gilt dim H'(g, g) = 4.

Sei (e, €2, €3, e4) eine Basis von ny(K) mit

[617 62] = €3
[61, 63] = €4

Sei nun

o v 13

ay e Qg
Die Bedingung
D(e3) = D(le1, e2]) = [e1, D(e2)] + [D(e1), e2]
bedeutet zum Beispiel
agey + ... ey = e, ase1 + ...+ ageq] + [ager + ...+ agey, e
= (agez + agzeq) — (ares)
Es folgt ag = 19 = 0, a7 = ag — a3 und aqo = 7. Mit den weiteren Bedingungen folgt, daf3
D von der Gestalt

§ 0 0 0
D = 52 55 0 0
& & §1t+&s 0
S & & 26+ &5

ist. Der Raum solcher Derivationen ist 7-dimensional mit Basis D, ... D7, also mit

7
D =Y &D;
=1

Also ist dim Z'(g,g) = 7. Offenbar ist dim B'(g,g) = 3, also dim H'(g,g) = 4. Es ist
H'(g,g9) = span{[D1],[Ds],[Ds],[D+]}, denn Dg = ade;, D3 = —adey, und Dy = —ades
sind innere Derivationen. Interessanterweise existieren, falls 2 # 0 und 3 # 0 gilt, invertierbare
Derivationen, etwa Dy + D5 = diag{1,1,2,3} oder D; + 2D¢ = diag{1,2,3,4}.

Jacobson zeigte 1955 den folgenden Satz [17]:

SATZ 1.2.12 (Jacobson). Sei g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra der Charakteristik
Null. FEs existiere eine invertierbare Derivation D € Der(g). Dann ist g nilpotent.

Weiterhin gilt:
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SATZ 1.2.13 (Dixmier). Sei g eine endlich-dimensionale nilpotente Lie-Algebra der Charak-
teristik Null. Dann existiert eine dufere Derivation D € Der(g), also H'(g,g) # 0.

In beliebiger Charakteristik gilt:

SATZ 1.2.14 (Zassenhaus). Sei g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra beliebiger Charak-
teristik, deren Killingform nicht-ausgeartet ist. Dann sind alle D € Der(g) innere Derivationen,
also H'(g,g) = 0.

BEWEIS. Sei f(z,y) = tr(ad zoad y) die Killingform von g und D € Der(g). Man betrachte
die Linearform = +— tr(adz o D) auf g. Da f nicht-ausgeartet ist, existiert ein z € g so daf
f(z,z) =tr(adz o D) fiir alle x € g. Setze E = D — ad z € Der(g). Es folgt

tr(adz o E) = tr(adz o D) — tr(ad x o ad z)
=tr(adxz o D) — f(x, 2)

Das impliziert nun

tr(ad E(x) o ad y)

tr([ad z, E] o ad y)
tr(adzo Foady — Ecadzoady)

=tr(Focadyocadz — Eocadxoady)
tr(
tr

weil tr(Eoadw) = 0 fiir alle w € g gilt, siehe oben. Da f nicht-ausgeartet ist, folgt £ = 0 und
deshalb D = ad z. U

1.3. Interpretation von H?(g, M)
Die zweite Kohomologiegruppe beschreibt Klassen gewisser Erweiterungen von Lie-Algebren.
DEFINITION 1.3.1. Seien q und n zwei Lie-Algebren. Eine kurze exakte Sequenz
(1.16) O—>n3>gﬁ>q—>0
heifit Erweiterung von q durch n.

Identifizieren wir n und a(n), so bedeutet das, dafl g die Lie-Algebra n als Ideal enthélt mit
Quotienten g/n = q.

DEFINITION 1.3.2. Eine Erweiterung (1.16) heifit zerfallend, falls es einen Lie-Algebra Ho-
momorphismus 7: q — g gibt mit o7 = id,.

DEFINITION 1.3.3. Fiir zwei Lie-Algebren a,b und einem Lie-Algebra Homomorphismus
@: a — Der(b) sei g = a x, b die direkte Vektorraumsumme a @ b, versehen mit der folgenden
Lie Klammer:

(1.17) [(z, ), (y, )] = ([z,9], [a, b] + () (b) — ¢(y)(a)))

Dann ist g eine Lie-Algebra, die das duflere semidirekte Produkt (eigentlich Summe) von a und

b heifit.
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SATZ 1.3.4. Jedes semidirekte Produkt g = q X, n definiert eine zerfallende exakte Sequenz
(1.16) beziiglich T, so daff o(x)(n) = [t(x),n] fir x € q,n € n gilt. Umgekehrt definiert jede
zerfallende exakte Sequenz (1.16) mit einem Lie-Algebra Homomorphismus 7: q — g durch

(1.18) ¢: q — Der(n)
(1.19) p(x)(n) = [r(x),n]
ein dufieres semidirektes Produkt q X, n, welches isomorph zu g ist.
BEWEIS. Das folgt fast alles wie im Gruppenfall. Wir zeigen hier nur, dal die Abbildung
(1.20) Y:qx,n—g, (x,a)—7(x)+a

ein Lie-Algebra Isomorphismus ist. Hierbei identifizieren wir ¢ mit a(a). Da g = q @ n eine
direkte Vektorraumsumme ist, ist die Darstellung 7(x) + a eindeutig. Deshalb ist ¢ bijektiv.
Weiterhin gilt mit (1.17) und (1.18)

([(z,a), (y,0)]) = ¢([z,y], [a,0] + o(x)(b) — »(y
:@Z)([x,y], avb]+[7($)’b - [7_(
7([z,y]) + [a, 0] + [7(x), 0] — [

~—
—~
Q
~—
~—

NS

—
2,
~

)
—
<

~
2,

Andererseits gilt
[(x,a), ¥ (y, )]

[7(x) + a,7(y) + b]
[7(x), 7(W)] + la, 7(y)] + [7(x), b] + [a, b]
= 7([z, y]) + [a,b] + [7(x),b] = [7(y), a]
weil 7 ein Lie-Algebra Homomorphismus ist. Also ist ¢ ein Isomorphismus. ([l

DEFINITION 1.3.5. Es seien g, g’ zwei Erweiterungen von q durch n. Die beiden Erweiterun-
gen heiflen dquivalent, falls es einen Lie-Algebra Homomorphismus ¢: g — ¢’ gibt, so daf das
folgende Diagramm kommutiert:

0 n—-=g q 0

Es bezeichne Ext(q,n) die Menge der Aquivalenzklassen aller Lie-Algebra Erweiterungen (1.16)
von q durch n.

Falls die Erweiterungen g und g’ dquivalent sind, so sind sie automatisch isomorph als Lie-
Algebren, da ¢ nach dem Fiinferlemma bijektiv ist. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.
Ist V' ein g—Modul, so ist V' auch eine Lie-Algebra, namlich eine abelsche. Dann gilt:

SATZ 1.3.6. Sei V ein g-Modul, w € C?*(g,V) und g, = g ® V. Auf diesem Vektorraum
definiert

(121) [(:E7 a)a (yv b)]gw = ([l‘7 y]7 z.b— y.a+ w(x, y))

genau dann eine Lie-Klammer, wenn w € Z*(g, V') gilt. Wir erhalten dann eine kurze exakte
Sequenz von Lie-Algebren

0=V Sg,2>g—0
die genau dann zerfdllt, wenn w € B*(g,V) gilt.
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BEWwEIS. Die Jacobi-Identitat fiir die Klammer (1.21) bedeutet

0= [(z,a),[(y.0), (2, 0)]] + [(y,), [(z, ), (x, a)]]
+[(z,0), [(z,a), (y,0)]]
=z.w(y,z) —yw(x,2) + z.w(x,y)
—w([z,y], 2) + w([z, 2], y) —w(ly, 2], ©)

Das bedeutet aber genau w € Z%(g,V). In diesem Fall ist g, mit (1.21) eine Lie-Algebra, so
daB mit ¢(a) = (0,a) fir a € V und n(z,a) = z fiir x € g die obige Sequenz exakt ist.

Jeder Homomorphismus 7: g — g, mit 7o 7 = id ist von der Form 7(z) = (z, f(z)) mit
f € Hom(g, V). Man hat

m([z,9]) = ([z, 9], f([2,9]))
[7(x), 7(y)] = [(2, f(x)), (y, f(y))]
= ([l‘,y], l’f(y) - yf(x) +W($,y>>

Also ist 7 genau dann ein Homomorphismus, falls

w(z,y) = f([z,y]) —x.f(y) +y.f(x) € B*(g,V)

Betrachten wir nun eine abelsche Erweiterung von Lie-Algebren
(1.22) 0sagdq—o0,
d.h.; a ist abelsch. Dann konnen wir a auch zu einem g-Modul machen durch
(1.23) v.a=a" ([87(z),ala)])

fir x € q und a € a. Dabei ist 37!(z) ein beliebiges Urbild von z unter 3. Da a(a) ein Ideal in
g ist, ist a~! auch wirklich auf [371(z), a(a)] definiert. AuBerdem ist die Aktion wohldefiniert,
weil a abelsch ist. Wir erhalten nun folgende Interpretation von H?(q, a):

THEOREM 1.3.7. Sei a eine abelsche Lie-Algebra. Dann gibt es eine bijektive Korrespondenz
zwischen den Aquivalenzklassen abelscher Erweiterungen g von q durch a, und H?(q,a) mit der

Modulaktion (1.23).

BEWEIS. Sei g eine abelsche Erweiterung (1.22) von q durch a. Man wéhle eine lineare
Abbildung 7: ¢ — g mit o7 = id. Man definiere dazu ein w = w, € Alt(g?, a) durch

(1.24) w(z,y) = a ' ([r(x), 7(y)] = 7([z,y]))
Diese Definition ist sinnvoll, da wegen

Bl (@), 7(W)] = 7([z,y]) = [(Bo7)(2), (Bo7)(W)] = (Be7)([z,y])
0

gilt [7(z),7(y)] — 7([z,y]) € ker B = im a, so daB man o' anwenden kann. Wir zeigen zuerst,

dafl w € Z2(q, a) gilt. Wir konnen 7(z) als Urbild 87!(z) in (1.23) wahlen, d.h.,
(1.25) r.a = o Y([r(r),a(a)])
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Dann folgt mit (1.24)
(dow) (1, T2, 23) = x1.W(T2, T3) — To.w (21, 23) + T3.W(T1, T2)

—w([z1, w2), 3) + w([71, 23], T2) — W([T2, 73], 71)

= a ! ([r(z1), [T(22), T(23)]]) — @7 ([7(21), T[22, 75])])
— a7 ([r(@2), [T(21), 7(x3)]]) + o ([7(x2), T[w1, 23])])
a”([(z3) 1) = a7 ([r(x3), T[w1, 22])])
“H([r (1, wa]), 7 (25 )+ ([, wo], 23)))

) — (

3)
(1), 7(2)
]
]
]

(] ) I
oM ([ (w1, @), (@) — @ (7 ([[w1, 23], @2))
—a ([ (w2, 73)), T(21)]) + @ (7([[w2, 73], 71]))

Wenn wir den letzten Block in vier gleich grofle Blocke unterteilen, so ergeben die Diago-
nalblocke Null wegen der Jacobi-Identitdt in g und der in . Die anderen beiden Blocke
heben sich weg. Es folgt also w € kerdy, = Z%(g,a). Wechselt man 7 gegen 7’ aus, so folgt
w, — wy € B%*(g,a): dazu sei 0 = 7 — 7/. Man hat B(¢) = 0, so daB o(q) C a(a) und
a~to € Hom(q,a). Es gilt

d(a™"0)(z,y) = z.(a” o (y)) —y.(a " o(2)) = (a7 o) ([z,9])
Damit, und mit (1.25) folgt

wr(z,y) —we(z,y) = o ([7(2), 7(y)] = 7([z,4]))

—a H([7'(), 7 (y)] = 7 ([z,9]))
lo@), )]+ [7(2), o ()] = o([z,1])
= x-(a to(y)) —y.(a” o(x)) = (a o) ([z,y])
=d(a""o)(z,y)

Damit hingt also die Kohomologieklasse [w] € H?(q, a) nicht von der Wahl von 7 ab.

Wir zeigen nun, dafl zwei dquivalente abelsche Erweiterungen die gleiche Kohomologieklasse
beziiglich einer fixierten q—Aktion auf a definieren. Es seien g, und g, zwei aquivalente Fr-
weiterungen von q durch a. Dann gibt es eine lineare Abbildung ¢: ¢ — a, so dafl die Abbildung

0 8w — O, (z,0)— (r,a+@(x)), zE€qaca

ein Lie-Algebra Homomorphismus ist. Das bedeutet aber, dafl
e([(z,a), (y,0)]) = ¢([z, 9], v.b—y.a + w(z,y))
= ([xayL x.b— y.a+ w(:c,y) + &([xa y]))
iibereinstimmen muf3 mit
[o(x; a),(y, b)] = [(z,a+ @(x)), (y, b+ &(y))]
= ([z,9], 2.0+ &(y)) — y-(a + (2)) + '([z,y]))

Das bedeutet aber gerade

wr(2,y) — w-(z,y) = §([2,y]) — 2.6(y) + y.&(x)

= _<d(15)($7y) € B2(C|,Cl>
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Nun sei umgekehrt w € Z?(q, a) vorgegeben. Durch (1.21) wird eine Erweiterung

0O—a—=g,—>q9—0

definiert, wie wir in Satz (1.3.6) gesehen haben. Man sieht leicht, daf} verschiedene Représentanten
in der Klasse [w] € H*(g,a) zu aquivalenten Erweiterungen fiihren. O

KOROLLAR 1.3.8. Die Abbildung Z*(q,a) — Ext(q,a), w — [g.] induziert eine Bijektion
H?*(q,a) — Ext(q,a), bei der die Nullklasse [0] € H?(q,a) der Klasse der zerfallenden Er-

weiterungen von q durch a entspricht.

KOROLLAR 1.3.9. Die Elemente von H*(q, K) klassifizieren die Aquz’valenzklassen zentraler
Erweiterungen von q durch K.

Hierbei ist K der triviale g-Modul. Die Lie Klammer (1.21) wird zu

(@, 1), (y, )] = ([z. 9], w(z,y), tTEK zy€cg
so dafl a(K) offensichtlich im Zentrum von g liegt.

BEMERKUNG 1.3.10. Wenn a nicht abelsch ist, so ist die Klassifikation der Erweiterungen
von ¢ durch a komplizierter zu beschreiben. Jede Erweiterung

0O—=n—=g—>q—0

von ¢ durch n definiert ein Faktorsystem (n,7T), d.h., einen Lie-Algebra Homomorphismus
T:q — Der(n)/adn. Allerdings kommen nicht alle solche Homomorphismen von einer Lie-
Algebra Erweiterung. Die Obstruktion eines solchen T’s liegt in einer Kohomologieklasse
in H*(q,Z(n)). Man beachte, dal man Z(n) zu einem gq-Modul machen kann, via der Ak-
tion von Der(n)/adn auf Z(n), mit [D].z = D(z) fir D € Der(g) und z € Z(n). Die
Aquivalenzklassen von Lie-Algebra Erweiterungen, die zu einem Faktorsystem (n,T") gehoren,
werden durch H?(g, Z(n)) klassifiziert.

Analog zum ersten Whitehead-Lemma existiert das zweite Whitehead-Lemma:

THEOREM 1.3.11 (Whitehead). Sei g eine endlich-dimensionale halbeinfache Lie-Algebra
tber einem Korper K der Charakteristik Null und M ein endlich-dimensionaler g—Modul. Dann
gilt H*(g, M) = 0.

BEWEIS. Sei w € Z%(g, M) und g, = g @, M die zugehorige abelsche Erweiterung von g
durch M, d.h.,
0—-M—9,—9—0

ist eine kurze exakte Sequenz von Lie-Algebren. Dann ist M = rad(g,) das auflésbare Radikal
von g, weil M ein abelsches Ideal von g,, ist mit halbeinfachem Quotienten g = g,, /M. Daher
gibt es nach dem Satz von Levi ein Levi-Komplement zu M in g, d.h., die obige exakte Sequenz
zerfallt. Wegen Satz (1.3.6) bedeutet das w € B*(g, M). O

BEMERKUNG 1.3.12. Hier steckt die wesentliche Arbeit des Beweises in dem Theorem von
Levi. Die beiden Lemmata von Whitehead lassen sich in dieser Form nicht auf hohere Koho-
mologiegruppen verallgemeinern. Es gilt namlich z.B. folgender Satz.

SATZ 1.3.13. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra uber einem Korper der Charakteristik Null.
Dann ist H3(g, K) # 0. Ist g einfach und K = C, so gilt

H%(g,C) =C.
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Deshalb mufl man die Voraussetzungen fiir ein “drittes Whitehead-Lemma” tiberdenken.
Beachten wir aber, daf fir M = M; & M, folgt

Hq(g7M) = Hq(gle) D Hq(g7M2)7

so sieht man, dafl wegen Weyls Theorem sich die Berechnung von H(g, M) fiir halbeinfache
g auf einfache g—Moduln M reduzieren lafit. In der Tat, M ist direkte Summe von endlich
vielen einfachen g-Moduln. Nehmen wir also an, dafl M einfach ist. Falls g.M = 0, so folgt
dimM =1 und M = K. Dann miissen die Gruppen H(g) keineswegs trivial sein fiir ¢ > 3.
Falls aber g.M # 0, und deshalb g.M = M bzw. M9 = 0, so haben wir das folgende Resultat:

THEOREM 1.3.14 (Whitehead). Sei g eine endlich-dimensionale halbeinfache Lie-Algebra

tber einem Korper K der Charakteristik Null und M ein endlich-dimensionaler einfacher g—
Modul mit M® = 0. Dann gilt Hi(g, M) =0 fiir alle ¢ > 0.

KOROLLAR 1.3.15. Sei g eine endlich-dimensionale halbeinfache Lie-Algebra tiber einem
Korper K der Charakteristik Null und M ein beliebiger endlich-dimensionaler g—Modul. Dann
qgilt

1 (g, M) = H'(9, K) & M* = €D H" (g, K) & M.

k>3

Das bestimmt die gesammte Kohomologie von g. Der Satz laBit sich auf reduktive Lie
Algebren verallgemeinern:

SATZ 1.3.16. Sei g eine endlich-dimensionale reduktive Lie-Algebra tiber einem Korper K
der Charakteristik Null und M ein endlich-dimensionaler, halbeinfacher g—Modul. Dann gilt

H"(g, M) = H"(g, M?) = H"(g, K) @ M*.

Wir wollen die zweite Kohomologiegruppe wieder in zwei einfachen Beispielen explizit
berechnen.

BEISPIEL 1.3.17. Sei g = sly(K) und char(K) # 2. Dann ist H*(g, K) = 0.

Das folgt fiir char(K) = 0 auch ohne Rechnung aus dem zweiten Whitehead-Lemma. Sei
(e1, €9, €3) eine Basis von g wie in (1.2.10). Sei w € C*(g, K'). Dann ist w € Z%(g, K) falls gilt

w([ei, e5], er) — wlles exl, ) + w(lej, exl, ) = 0
Doch das ist offenbar eine leere Bedingung. Fiir (i, j,k) = (1,2, 3) etwa bedeutet das
w(es, e3) + 2w(er, ea) + 2w(eq, e1) = 0,

also 0 = 0. Das gilt auch fiir alle anderen Indizes. Man sieht auch sofort, dafi w(e;,e;) =
f(lei,e;]) mit einem f € Hom(g, K) darstellbar ist, da [eq, €], [e1, es|und|es, e3] wieder eine
Basis fiir g ist. Es folgt also Z*(g, K) = C*(g, M) = B*(g, M).

BEISPIEL 1.3.18. Sei g = ny(K). Dann gilt dim H*(g, K) = 2.
Sei (eq, e, e3, e4) eine Basis von ny(K) wie in (1.2.11). Die Bedingung
w(ler, e2], e3) — w([er, e, €2) + w(lea, es],e1) = 0

bedeutet w(eq, eq) = 0. Fur (4,7,k) = (1,2,3) folgt w(es,es) = 0. Man hat Z%(g, K) =
span{wiz, w1z, wia, wag }, wobel wi;(e;, e;) = 1, wij(e;,e;) = —1 und sonst Null ist. Man sieht
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auch, dafl B%(g, K) = span{wis, w13} gilt:

1 =wis(er, e2) = f([er, e2]) = f(es)
1 =wiz(er, e3) = f(ler, es]) = f(es)
1 =wiy(er,eq) # f([er,e4]) =0
1 = was(ea, e3) # f([ea, e3]) =0

Es folgt H?(g, K) = span{|wi4], [was]}.

Die zweite Kohomologiegruppe H?(g, g) mit adjungierten Koeffizienten hat noch eine besondere
Bedeutung - sie beschreibt alle infinitesimalen Deformationen von g: Deformationen von as-
soziativen Algebren und beliebigen Ringen wurden zuerst von [12] Gerstenhaber eingefiihrt, und
fiir Lie Algebren von Nijenhuis and Richardson [21]. Sie studierten 1-Parameter-Deformationen
von Lie Algebren und beschrieben die infinitesimalen Deformationen durch zweite Lie Algebra
Kohomologie mit dem adjungierten Modul.

DEFINITION 1.3.19. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Kérper K mit Lie Klammer [, | und
g,h € g, pr € Hom(A?g,g) = C*(g,9). Eine formale Ein-Parameter-Deformation von g ist

eine Potenzreihe
[97 h]t = [97 h] + Z ka(ga h’)tk7

k>1
so daf die Jacobi Identitét fiir [, |; gilt.

Dabei mufl g nicht unbedingt endlich-dimensional sein. Der unendlich-dimensionale Fall
ist sehr interessant in der Physik und wurde ebenfalls eingehend studiert. Man erhélt nun
unendlich viele Bedingungen durch die Jacobi Identitét fiir [, |;. Fir £ = 1 rechnet man nach,
dal p; € Z%(g,g) folgt. Alle Bedingungen kann man elegant in der folgenden differentiell
graduierten Lie Algebra Struktur des Komplexes {C*(g, g),d} beschreiben: fiir o € C?(g,g)
und 3 € C4(g, g) ist das Produkt [a, 8] € CPT97 (g, g) definiert durch

[aa B](gla s 7gp+qfl)
- Z (_1)25(i5_8)a(6(gi17 s 791})7917 s ag’i\n s ag’i\(p s 7gp+q—1)

11 < <ig
— (=)EED N ()20 DB (algs,, 5 95,)5 915
J1<-<Jq
gj:a'-ng\pa'--agp—i-q—l)'

wobei die Summation iiber alle Indizes 7., j, mit 1 <., 7. < p+ ¢ — 1 geht.
Die Jacobi Identitat fiir [, ]; ist dquivalent zu der Folge von Relationen
k-1

Slen i, k=1,2,3,...

i=1

N | =

dpp = —

Fir & = 1 erhalten wir dp; = 0, also ¢, € Z?(g,g). Zwei Deformationen von g heiflen
dquivalent, falls die resultierenden Lie Algebren isomorph sind. Die Kohomologieklasse von ¢;
heifit das Differential der formalen Deformation [ , |; und hdngt nur von der Aquivalenzklasse der
Deformation ab. Eine Kohomologieklasse aus H?(g, g) heifit infinitesimale Deformation von g.
Man beachte jedoch, daf} eine infinitesimale Deformation [p] € H?(g, g) nicht notwendigerweise
das Differential einer formalen Deformation ist. Die obigen Gleichungen fiir £ = 2, 3,4, ... sind
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notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir. Wenn sie gelten, heifit ¢; auch integrierbar.
Wir haben folgendes Resultat, siche [24]:

THEOREM 1.3.20 (Rauch). Sei g eine n-dimensionale Lie Algebra iber K =R oder K = C.
Falls H3(g,g) = 0 gilt, dann ist jede infinitesimale Deformation von g integrierbar.

Eine n-dimensionale Lie Algebra g heifit rigide, falls ihr Lie Algebra Gesetz p in der Va-
rietdt £, (k) in der Zariski Topologie offenen Orbit O(u) hat. Das bedeutet, alle Lie Algebra
Strukturen A € £,,(k) in der Néhe von p sind schon isomorph zu p. In der Tat folgt, dafi dann
p nur triviale infinitesimale Deformationen hat (also solche, die dquivalent zur Identitét sind):

THEOREM 1.3.21. Sei g eine Lie Algebra tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k
der Charakteristik Null, oder iiber k =R. Falls H*(g,9) = 0 gilt, so ist g rigide.

Es gibt allerdings rigide Lie Algebren g mit H?(g,g) # 0. Zum Beispiel betrachtet man
gn = 5l(C) x,,, C"

zu der irreduziblen Darstellung ¢, : slh(C) — gl,,(C). Dann folgt, fir n = 1(4) und n > 13
tatsachlich, dafl g, rigide ist, und zusétzlich H?(g,,g,) # 0 gilt.

Wegen des zweiten Whitehead Lemmas sind halbeinfache Lie Algebren der Charakteristik Null
rigide. Das gilt auch fiir beliebige parabolische Unteralgebren solcher Lie Algebren:

THEOREM 1.3.22. Sei p eine parabolische Unteralgebra einer halbeinfachen Lie Algebra der
Charakteristik Null. Dann gilt H™(p,p) = 0 fur alle n > 0.

Die Anzahl der nicht-isomorphen rigiden Lie Algebra Gesetzte p € L, (k) ist endlich, weil
O(p) dann eine irreduzible Komponente der Varietdt £, (k) ist, von denen es nur endlich viele

gibt. Die Anzahl wéchst aber, fiir grofles n, mindestens mit exp(%), siehe [4].

BEMERKUNG 1.3.23. Wir fragen uns, welche Lie Algebren g die Bedingung H?(g, M) = 0 fiir
alle endlich-dimensionalen g-Moduln M erfiillen. Gilt, wie im Fall von H'(g, M) die Umkehrung
des Whitehead Lemmas, dafl solche Lie Algebren halbeinfach sein miissen ? Sie miifiten rigide
sein, und u.a. auch H?(g, K) = 0 erfiillen. Damit sollte es nicht so viele Moglichkeiten geben.
In positiver Charakteristik gibt tibrigens tiberhaupt keine endlich-dimensionale Lie Algebra g
mit H?(g, M) = 0 fiir alle endlich-dimensionalen g-Moduln M. Tatséchlich gilt folgendes,
siehe [11]: Sei g eine endlich-dimensionale modulare Lie Algebra. Dann gibt es einen endlich-
dimensionalen g-Modul M mit

H"(g, M) #0
fir alle n =0,1,...,dim(g).
Abschliefend hier noch ein Resultat von Dixmier [10] iiber die Kohomologie nilpotenter

Lie-Algebren. Fiir einen g—Modul M sagt man, dafl er den g—Modul N enthélt, falls N ein
Quotientenmodul eines Untermoduls von M ist.

THEOREM 1.3.24 (Dixmier). Sei g eine nilpotente Lie-Algebra tber einem unendlichen
Korper K und M ein endlich-dimensionaler g—Modul. Dann gilt:

(1) HP(g, M) =0 fiir alle p > 0, falls M keinen trivialen Modul enthilt.
(2) dim H?(g, M) > 2 fir 0 < p < dimg, falls M einen trivialen Modul enthdlt.
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1.4. Interpretation von H?(g, M)

Die dritte Lie Algebra Kohomologie H3(g, M) beschreibt unter anderem die Aquivalenz—
klassen gekreuzter Lie Algebra Moduln, oder auch die Aquivalenzklassen von Lie Algebra Ker-
nen, also Homomorphismen ¢: g — H'(m,m), wobei m eine Lie Algebra ist mit Z(m) = M.
Fiir eine ausfiihrliche Diskussion siehe [27].

DEFINITION 1.4.1. Seien m und n zwei Lie Algebren. Ein gekreuzter Modul (p, m,n) ist
ein Lie Algebra Homomorphismus p: m — n zusammen mit einer Operation 7 von n auf m,
(n,m) — n-m = n(n)(m), mit folgenden Bedingungen:

(1.26) n(p(m))(m’) = [m,m'] ¥V m,m" € m,
(1.27) p(n(n)(m)) = [u(m),n] YnenVmem,
Hier ist ein natiirliches Beispiel fiir einen gekreuzten Modul:

BEISPIEL 1.4.2. Sei m eine Lie Algebra und n = Der(m). Definiere p durch pu(m) = ad(m)
und n(n)(m) = n(m) fir Derivationen n, so ist (u, m,n) ein gekreuzter Modul.

In der Tat, wir haben
n(u(m))(m’) = p(m)(m’) = [m,m’],
p(n(n)(m)) = ad(n(m)) = [ad(m), n] = [u(m), n].
Ist (u, m,n) ein gekreuzter Modul, so setzten wir
M := ker(p).
Dann ist die Sequenz
0> M5mbn
exakt. Wegen (1.27) ist im(u) ein Lie Algebra Ideal in n. Also ist
g := coker(pu)
eine Lie Algebra, und wir erhalten die folgende exakte Sequenz
mEnSg—0.

Dabei ist M eine abelsche Lie Algebra, da M wegen (1.26) eine Unteralgebra von Z(m) ist.
Wegen (1.27) induziert die Operation von n auf m auch eine g-Modul-Struktur auf M. Insgesamt
erhalten wir:

SATz 1.4.3. Jeder gekreuzter Modul (pu, m,n) induziert eine 4-Term exakte Sequenz
(1.28) 0oMSmbnlgoo,
wobei M ein g-Modul ist.

DEFINITION 1.4.4. Zwei gekreuzte Moduln (4, m,n) und (¢, m’, n’) mit Aktionen n bzw. 7’
mit ker(u) = ker(p') = M und coker(u) = coker(p') = g heiflen dquivalent, falls es Lie Algebra
Homomorphismen ¢: m — m’ und ¢: n — n’ gibt, so daf

p(n(n)(m)) =1'(¥(n))(e(m)) VmemVnen,
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und das folgende Diagramm kommutativ ist:

0 M—tsm-—tsn_Toyg 0
l id j ¥ l] P L id
0 M-—ow Low Ty 0

Man beachte, daB hier ¢ und ¢ nicht unbedingt Isomorphismen sein miissen. Wir bezeichen
mit CM (g, M) die Aquivalenzklassen von gekreuzten Lie Algebra Moduln mit festem Kern M
und festem Kokern g. Gerstenhaber bewies folgendes Resultat, siehe [13]:

THEOREM 1.4.5. Es gibt eine 1 — 1 Korrespondenz zwischen Aquivalenzklassen gekreuzter
Moduln mit Kern M und Kokern g und Elementen aus H?(g, M). Man hat CM(g, M) =
H3(g, M) als abelsche Gruppen.

BeEwEIS. Wir skizzieren den Beweis kurz. Die erste Frage ist, wie man aus einem gekreuzten
Modul (1, m,n) einen 3-Kozykel in Z3(g, M) erhélt. Dazu betrachten wir die assoziierte 4-Term
exakte Sequenz

0-MSmbnlg—o0,
und wahlen eine transversale Funktion 7: g — nmit mo7 = id; und setzen wieder, fir 1,2, € g,
w(w1, x2) = [1(21), T(22)] — 7([21, 72]).

Dann ist w bilinear und schiefsymmetrisch in 1, xz9. Es gilt m(w(z1,22)) = 0, weil 7 ein Lie
Algebra Homomorphismus ist, also

w(xy, x2) € im(p) = ker(m).
Also gibt es ein 5(z1,22) € m mit
n(B(z1, 22)) = w(w1, 22).

Nun kann man eine transversale Funktion o: im(p) — m wéhlen, so dal man 3 schreiben kann
als

Bz, z2) = o(w(xy, 22)).

Das zeigt, dafl wir annehmen diirfen, daf§ 3 bilinear und schiefsymmetrisch ist. Es bezeichne d™
den formalen Korandoperator fiir g mit Werten in m. Man beachte, dafl m i.a. kein g-Modul
ist. Trotzdem konnen wir den Korandoperator formal hinschreiben. Nun kann man zeigen:

LEMMA 1.4.6. Es gilt p((d™B)(x1,x2,x3)) = 0 fiir alle x1, x5, x3 € g.
Es folgt (d™B)(x1, z2,x3)) € ker(u) = im(z) = i(M). Deshalb existiert ein
f}/(xla T, x3) S M

mit (d™5)(z1, e, x3) = i(y(21, 22, x3)). Mit einer transversalen Funktion p auf (M) = ker(u)
konnen wir v so wahlen, dafl v = p o d™ gilt. Dann sieht man, dafl v trilinear und schiefsym-
metrisch in 1, x9, x3 ist. Man rechnet folgende Behauptung nach:

LEMMA 1.4.7. Es gilt v € Z3(g, M). Dabei hangt v nicht von der Wahl der transversalen
Funktionen 7,0, p ab.
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Man zeigt nun, dafi zwei dquivalente gekreuzte Moduln die gleiche Klasse [y] € H?(g, M)
induzieren. Dann hat man eine wohldefinierte Abbildung ¢: CM(g, M) — H3(g, M), von der
man Injektivitat und Surjektivitat zeigen mufl . Das ist allerdings nicht so einfach. Es gibt
hierzu verschiedene Beweise, siche [27]. Eine Idee ist, die 4-Term exakte Sequenz (1.28) als
sogenanntes Yoneda-Produkt von zwei kurzen exakten Sequenzen aufzufassen, die sich natiir-
licherweise aus (1.28) ergeben, namlich

0—=m/i(M)LnSg—0
und ’

0—MS5mLim(y) — 0.
Die zweite Sequenz definiert dabei eine zentrale Erweiterung. Da 7 in (1.28) surjektiv ist und
ker(m) = im(u) = m/ker(pu) = m/i(M), erhdlt man die erste kurze exakte Sequenz.
Im allgemeinen kann man mit dem Yoneda-Produkt von zwei gewissen kurzen exakten Sequen-
zen alle solchen gekreuzten Moduln konstruieren, und somit die Surjektivitat von ¢ beweisen:
zu jeder Kohomologieklasse [y] € H3(g, M) existiert ein gekreuzter Modul, deren assoziierte
Kohomologieklasse gerade [v] ist. O






CHAPTER 2

Die funktorielle Definition von Lie-Algebra Kohomologie

Wir diskutieren kurz die Sprechweisen der Kategorientheorie. Fiir mehr Details siche z.B.
28].

2.1. Kategorien und Funktoren

DEFINITION 2.1.1. Eine Kategorie C besteht aus einer nichtleeren Klasse 0b(C) von Ob-
jekten, einer Menge Hom(A, B) = Hom¢(A, B) von Morphismen fiir jedes Paar von Objekten
A, B, und einer Abbildung

(a, B) = Boa: Hom(A, B) x Hom(B, ) — Hom(A, C)

fiir jedes Tripel von Objekten A, B, C', die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(1) Die Komposition von Morphismen ist assoziativ;
(2) Fiir jedes Objekt A hat Hom(A, A) ein Element id 4, das eine Rechtseins und Linkseins
fiir die Komposition ist.

Eine fundamentale Kategorie ist die Kategorie S der Mengen. Die Objekte sind Mengen,
und die Morphismen sind Funktionen von Mengen. FEine weitere wichige Kategorie ist die
Kategorie AB von abelschen Gruppen. Die Objekte sind abelsche Gruppen und die Morphismen
sind Gruppenhomomorphismen. Ebenso bilden die Lie Algebren und ihre Morphismen eine
Kategorie. Fiir uns ist die folgende Kategorie ein grundlegendes Beispiel:

BEISPIEL 2.1.2. Sei R ein Ring. Wir bezeichnen mit My die Kategorie der Links R-
Moduln.

Fiir eine Lie Algebra g und R = U(g) erhalten wir die Kategorie My ) der Links U(g)-

Moduln. Fir R = C erhalten wir die Kategorie M aller komplexer Vektorraume. Fir R = Z
erhalten wir die Kategorie My = AB aller abelschen Gruppen, und fiir R = K[G] erhalten wir
die Kategorie Mg aller G-Moduln.
Fiir die Kohomologie von Lie Algebren sind wir an der Kategorie M, der Links Lie-Algebra
Moduln interessiert. Aber jeder Links g-Modul ist in natiirlicher Weise ein (unitaler) Links
U(g)-Modul und umgekehrt, und die Kategorie My g ist isomorph zu M. Das folgt leicht
aus der universellen Eigenschaft von U(g), die das folgende besagt: wenn A eine assoziative
K-Algebra mit 1 ist, und ¢: g — A ein Lie Algebra Homomorphismus, dann gibt es einen
eindeutigen K-Algebren-Homomorphismus ¢: U(g) — A mit ¢(1) =1, so daBl p = @ o

g——=A4

Lo
PR

Ulg)
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Man konstruiert U(g) als Quotient der Tensoralgebra
_ _ ®
T(9) =P 71 (9) = Ps™"
neN neN

nach dem Ideal I, welches von allen z ® y — y ® x — [z, y| erzeugt ist. Die Tensoralgebra ist
eine gefilterte Algebra,
F.T(g) = €D T'(0).
0<i<n
Diese Filtrierung iiberlebt die Quotientenbildung nach I, d.h., U(g) ist ebenfalls gefiltert, mit
dem n-ten Term der Filtrierung gegeben durch

Un(9) = F.T(g)/(I N F,T(g)).
Man hat zum Beispiel Uy(g) = K und U;(g) = K & g.

DEFINITION 2.1.3. Eine Kategorie C heifit additiv falls sie ein Nullobjekt 0 hat und die
Mengen Hom(A, B) mit der Struktur einer abelschen Gruppe versehen sind, so daf§ die Kompo-
sitionsabbildungen bi-additiv sind und jede endliche Kollektion von Objekten in C eine direkte
Summe hat.

Dabei sagt man, dafli Objekte A und B eine direkte Summe haben, falls es ein Objekt
A @® B und Abbildungen ix: A - A®B,ig: B—>A®B,ps: A®B—> A, pg: A®DB — B
in der Kategorie gibt, so dal py cig = idy, pgpeoip = idg, pacip = 0, ppoiy = 0 and
tapa +ippp = idagB.

Zum Beispiel ist Mg eine additive Kategorie.

DEFINITION 2.1.4. Sei C eine additive Kategorie. Eine Folge von Objekten 0 — A — B %
C heifit ezakt, falls die Folge abelscher Gruppen

0 — Hom(7, A) — Hom(7', B) — Hom(T', C)

exakt ist flr alle Objekte T in C. Eine Folge A % B 5 € — 0 ist exakt wenn die Folge von
abelschen Gruppen

0 — Hom(C,T) — Hom(B,T) — Hom(A, T)
exakt ist fiir alle Objekte T'.

DEFINITION 2.1.5. Der Kern eines Morphismus a: B — C' ist ein Morphismus i: A — B
mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Es gilt a0 =0.
(2) Fiir jeden Morphismus $: D — B mit ao 3 = 0 gibt es einen eindeutigen Morphismus
v: D — Amit f=107.
Der Kokern eines Morphismus f: A — B ist ein Morphismus 7: B — C' mit den folgenden
Eigenschaften:
(1) Es gilt mo 5 =0.
(2) Fiir jeden Morphismus a: B — D mit a0 8 = 0 gibt es einen eindeutigen Morphismus
v: C — D mit a=vyor.

Im allgemeinen mufl der Kern eines Morphismus, oder der Kokern, nicht existieren.

DEFINITION 2.1.6. Eine abelsche Kategorie ist eine additive Kategorie A, in der jeder Mor-
phismus sowohl einen Kern als auch einen Kokern besitzt; und in der jeder Monomorphismus
ein Kern eines Morphismus ist und jeder Epimorphismus ein Kokern eines Morphismus ist.
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BEISPIEL 2.1.7. Fur jeden Ring R st die Kategorie My der R—Moduln eine abelsche Kat-
egorie.

Insbesondere ist die Kategorie der Lie-Algebra Moduln M, eine abelsche Kategorie. Die
Kategorie der Links Lie-Algebra Moduln ist isomorph zu der Kategorie der Rechts Lie-Algebra
Moduln. Wir machen daher manchmal keine Unterscheidung, wenn wir M, schreiben.

BEISPIEL 2.1.8. Ist X ein topologischer Raum, dann st die Kategorie aller Vektorbindel
tuber X eine abelsche Kategorie.

BEISPIEL 2.1.9. Ist X ein topologischer Raum, dann ist die Kategorie aller Garben von
abelschen Gruppen auf X eine abelsche Kategorie.

BEMERKUNG 2.1.10. Mitchell (1964) hat gezeigt, dafl jede abelsche Kategorie eine volle
Unterkategorie einer Modulkategorie iiber einem Ring ist.

DEFINITION 2.1.11. Ein Funktor F: C — D ist eine Zuordnung, die jedes Objekt A einer
Kategorie C einem Objekt F'(A) einer Kategorie D zuordnet, und jedem Morphismus a: A — B
einen Morphismus F(a): F(A) — F(B), so da8 gilt F(ids) = idp(a), und F die Komposition
erhélt. Genauer heit F' ein kovarianter Funktor, falls F(a o ) = F(a) o F(f) gilt, und
kontravarianter Funktor falls F(ao 5) = F (/) o F(a) gilt.

BEISPIEL 2.1.12. Sei R ein Ring und M ein Links R-Modul. Dann ist F = Hompg(M,-)
ein kovarianter Funktor von Mg nach AB, und F' = Hompg(-, M) ein kontravarianter Funktor

von Mg nach AB.

Die Schreibweise F' = Hompg(M, -) bedeutet F'(N) = Hompg(M, N) fiir alle N in My. Wenn
B: A — B ein Morphismus in My, ist, wie sieht dann F'() aus ? Dazu betrachte man die Folge

M %A% B Mg mit dem fixen R-Modul M. Zu (8 definieren wir einen Homomorphismus
B = F(B) abelscher Gruppen,

F(5): Homg(M,A) — Homg(M, B)

durch F(8)(a) = () = B o a. Offensichtlich folgt aus 8 = id in My auch F(3) = id in AB.
Falls wir nun eine Folge

M35 A% Bao

in Mg haben, so folgt
(2.1) F(y28)(@) = (v2B)(@) = 7o (Boa)
(2.2) — F(;)(F(B)(a)).
Somit ist der Funktor F' = Hompg(M, ) kovariant. Die zweite Behauptung folgt analog.

BEISPIEL 2.1.13. Sei R ein kommutativer Ring und M, N zwei R-Moduln. Dann sind
F=M®pg-und G =-®r N kovariante Funktoren von Mg nach Mg.

Fir A% B% Cin Mg setzt man

Fla)=1y®a: M ®r A — M ®gr B,

wobei (1) ® a)(z ®y) =  ® a(y). Dann ist
(2.3) F(Boa)=1u® (Boa)=(1u®p)(1y ®a)
(2.4) = F(B)F(«).

Somit ist der Funktor kovariant. Die zweite Behauptung folgt symmetrisch.
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BEISPIEL 2.1.14. Fir einen festen Modul V € M, ist F = Home(+, V') ein kontravarianter
Funktor von My nach My und G = (V ®c¢ -) ein kovarianter Funktor von Mg in sich selbst.

DEFINITION 2.1.15. Ein kovarianter Funktor F': A — B heifit exakt, falls er kurze exakte
Sequenzen in A in kurze exakte Sequenzen in B iiberfithrt. Das bedeutet konkret, wenn

0— M, — My — M;—0
eine kurze exakte Sequenz in A ist, dann ist
0— F(M;) — F(My) —» F(M;3) — 0

eine kurze exakte Sequenz in B. Der Funktor heifit links-exakt, falls nur

0— F(M;) — F(My) — F(Ms)
exakt ist, und er heifit rechts-exakt, falls nur

F(M,) — F(My) — F(M3) — 0
exakt ist.

Die Definition fiir kontravariante Funktoren ist analog, man mufl nur die Pfeile in B um-
drehen. Ein kontravarianter Funktor ist also links-exakt, falls aus der Exaktheit von

0— M1 — MQ — M3
die Exaktheit von
folgt.

BEeIspiEL 2.1.16. Homg(-, V) und Hompg(V,-) sind links-exakte Funktoren von Mg nach
AB, der erste ist kontravariant, und der zweite kovariant.

Wir zeigen, daBB Hompg(V ) ein links-exakter Funktor ist - er ist allerdings im allgemeinen
nicht exakt. Es sei also

0= M, % My % M,

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Wir miissen zeigen, dafl die Sequenz

0 — Homp(V, M;) % Homp(V, M,) 5 Homp(V, Ms)

exakt ist. Es sei also 1o = 0 fiir 0 € Hompg(V, M;). Das bedeutet (o (v)) = 0 fiir alle v € V.
Also ist o(v) = 0, weil ¥ injektiv ist, und deshalb ¢ = 0. Also ist auch ¥ injektiv.

Sei o7 = 0 mit 7 € Hompg(V, My). Dann ist o(7(v)) = 0 fiir alle v € V, und 7(v) = ¥(v')
mit einem v’ € M, das von v abhingt. Da 1 injektiv ist, ist v’ eindeutig. Definiere 7/ €
Hompg(V, M;) durch dieses v/, also 7/(v) = v’. Dann folgt

7(v) = (') = »(r'(v)) = (P7)(v).
Also liegt 7 im Bild von .

BEISPIEL 2.1.17. Die Funktoren ' = M Qg - und F' = - ®g N sind rechts-exakt, aber im
allgemeinen nicht exakt.
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DEFINITION 2.1.18. Ein Paar von Funktoren F': A — B und G: B — A heif3t adjungiert,
falls es fiir jedes Paar (A, B) mit A € A und B € B eine funktorielle Bijektion

T =Ta,p: Homg(F(A), B) - Homyu(A, G(B))

gibt, d.h., eine Bijektion, so daf fiir alle f: A — A" in A und ¢g: B — B’ in B das folgende
Diagramm der induzierten Abbildungen kommutiert:

Hompg(F(A’), B) — Homp(F(A), B) — Homp(F(A), B')

| | l

HOHl_A(A/, G(B)) - HOII’IA(A7 G(B)) - HOIHA(A7 G(B/))
Wir nennen F' den links-adjungierten und G den rechts-adjungierten Funktor dieses Paares.

DEFINITION 2.1.19. Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Objekt I aus A heifit injektiv, falls
Hom(+, I) ein exakter Funktor ist, d.h., falls gilt: ist

0-ALBS 00
exakt in A, dann ist auch
0 — Hom(C,I) - Hom(B,I) — Hom(A,I) — 0
exakt.

Die Sequenz ist automatisch iiberall exakt auBer bei Hom(A, I). Also bedeutet I injektiv,
daf jeder Homomorphismus A — [ sich auf B fortsetzen lasst, d.h., fiir jede Injektion f: A — B
und jedes a: A — [ existiert mindestens eine Abbildung 5: B — I, so dafl a = So f. Als
Diagramm haben wir:

SATZ 2.1.20. Sei I ein R—Modul in der Kategorie Mpg. Dann sind die folgenden Bedingun-
gen aquivalent:

(1) I ist injektiv, d.h., der Funktor Hompg(-, I) ist exakt.

(2) Jede kurze exakte Sequenz von R—Moduln 0 — [ — N — M — 0 zerfdllt.

(3) Jeder R—Modul Homomorphismus eines Untermoduls A von B nach I ldfit sich zu
einem R—Modul Homomorphismus B — I fortsetzen.

Jede Kategorie C hat eine duale Kategorie C°?, wo die Objekte genau die gleichen sind
wie in C, aber die Morphismen und Kompositionen umgedreht sind, so daff man eine 1 — 1
Korrespondenz f + f° hat zwischen Morphismen f: B — C in C und Morphismen f°?: C' —
B in C°. Die Kategorien C und C° sind aber im allgemeinen nicht isomorph: sei etwa 7T die
Kategorie der abelschen Torsionsgruppen. Dann ist 77 die Kategorie der profiniten abelschen
Gruppen.

Sei A eine abelsche Kategorie. Dann kann man zeigen, dafl auch A wieder eine abelsche
Kategorie ist, und injektive Objekte in A sogenannten projektiven Objekten in A entsprechen.
Wir haben die folgende duale Definition.
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DEFINITION 2.1.21. Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Objekt P von A heif3t projektiv,
falls Hom(P, -) ein exakter Funktor ist, d.h., wenn gilt: ist 0 - A — B — C' — 0 exakt in A,
dann ist auch

0 — Hom(P, A) - Hom(P, B) — Hom(P,C) — 0
exakt.

Man sieht leicht, dafl A genau dann injektiv in A ist, wenn A projektiv in A% ist. Wir
erhalten damit

SATZ 2.1.22. Sei P ein R-Modul in der Kategorie Mpg. Dann sind die folgenden Bedin-
gungen daquivalent:

(1) P ist projektiv, d.h., der Funktor Hompg(P,-) ist exakt.

(2) Jede kurze exakte Sequenz von R-Moduln 0 — N — M — P — 0 zerfdllt.

(3) Fiir jeden surjektiven R—Modul Homomorphismus g: B — C' und jeden R—Modul
Homomorphismus v: P — C gibt es mindestens einen R—Modul Homomorphismus

B:P— B sodaffy=go0.
Das entsprechende Diagramm ist
P

l P
Y
.

0~ C<2-B

DEFINITION 2.1.23. Sei A eine abelsche Kategorie. Man sagt, da} A genug Injektive hat,
falls es fiir jedes Objekt A in A eine Injektion A — I gibt, wobei I injektiv ist. Man sagt, daf§
A genug Projektive hat, falls es fiir jedes Objekt A in A eine Surjektion P — A gibt, wobei P
projektiv ist.

SATZ 2.1.24. Die Kategorie Mpg hat genug Injektive und genug Projektive.

Fir einen detailierten Beweis verweisen wir auf die Standardliteratur. Hier ist eine sehr
kurze Beweisskizze: ist T eine dividierbare abelsche Gruppe, also der Homomorphismus z
ma fiir alle m € Z surjektiv, dann ist Homgz(R,T) ein injektives Objekt in Mpz. Ist nun M
irgendein R-Modul, so kann man M in eine divisible abelsche Gruppe T einbetten, was M in den
injektiven Modul Homgz(R,T') einbettet. Also gibt es genug Injektive. Da jeder R-Modul das
homomorphe Bild eines freien, also projektiven Moduls ist, folgt auch die zweite Behauptung.
Insbesondere hat die Kategorie My ) genug Injektive und genug Projektive, und U(g) ist
ein projektives Objekt. Die Kategorie My ist isomorph zu My ) und hat daher auch genug
Injektive und Projektive. Der kontravariante Funktor Home(+, V') bildet Projektive auf Injektive
in M, ab, und der kovariante Funktor Homc(V/ -) bildet Injektive auf Projektive ab.

BEISPIEL 2.1.25. In der Kategorie aller komplexer Vektorrdume sind alle Objekte projektiv
und injektiv.

Jeder Modul in M ist frei, weil er eine Basis hat. Da jeder freie Modul projektiv ist, folgt
die Behauptung.

BEISPIEL 2.1.26. Die Kategorie der endlichen abelschen Gruppen F ist ein Beispiel einer
abelschen Kategorie, die gar keine projektiven Objekte hat. Die duale Kategorie F°P ist iso-
morph zu F. Daher hat F auch keine injektiven Objekte.

BEISPIEL 2.1.27. Die Kategorie der endlich-dimensionalen Moduln tiber einem Potenzrei-
henring in einer Variablen hat weder projektive noch injektive Objekte.
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2.2. Die allgemeine Definition

Wir wollen nun zu der funktoriellen Definition von Kohomologiegruppen kommen. Dazu
konnten wir entweder mit Injektiven oder mit Projektiven arbeiten. Wir mochten uns hier aber
auf Injektive festlegen. Zunéchst brauchen wir noch den Begriff der Auflosung:

DEFINITION 2.2.1. Sei M ein Objekt einer Kategorie A. Eine Auflosung von M ist eine
lange exakte Sequenz

0=-M—=I°=T1"— . 51— -

Wir schreiben manchmal nur kurz M — I°. Sind alle I" injektive Objekte von A, dann spricht
man von einer injektiven Auflosung von M.

SATZ 2.2.2. Hat eine abelsche Kategorie A genug Injektive, dann besitzt jedes Objekt in A
eine injektive Auflosung.

Sei F': C — D ein kovarianter und links-exakter Funktor von einer abelschen Kategorie in
eine andere abelsche Kategorie. Sei M — I® eine injektive Auflosung von M. Wenn wir den
Funktor F' darauf anwenden, erhalten wir einen Komplex

F(I): 025 PUI%) = F(IY) = - = FUIT) S PO =
der aber nicht mehr exakt sein muf3. Man definiert
(R'F)(M) = H"(F(I)) := ker(d")/im(d" 1)

fiir alle r > 0. Man kann zeigen, daf§ die Objekte (R"F')(M) bis auf kanonische Isomorphie
wohldefiniert sind. Weiterhin induziert ein Morphismus a : M — N einen wohldefinierten
Morphismus (R"F)(M) — (R"F)(N). In der Tat, die R"F' sind Funktoren.

DEFINITION 2.2.3. Die Funktoren R"F heiflen die rechts-derivierten Funktoren von F.
BEISPIEL 2.2.4. Es gilt R'F = F.
Da F links-exakt ist, ist 0 — F(M) — F(I°) LN F(I') exakt. Deshalb gilt
(R°F)(M) = ker(d®) = F(M)
Man hat das folgende Resultat:

THEOREM 2.2.5. Eine kurze exakte Sequenz 0 — A — B — C — 0 induziert eine lange
exakte Sequenz

0— F(A) — F(B) = F(C) = R'F(A) - R'"F(B) = R'F(C) — - --
— R'F(A) - RF(B)—» RF(C)— ---
und diese Zuordung ist funktoriell.

Die letzte Aussage soll folgendes bedeuten: jedes kommutative Diagramm

0 A B C 0
0 A B’ ' 0

induziert ein kommutatives Diagramm



34 2. DIE FUNKTORIELLE DEFINITION VON LIE-ALGEBRA KOHOMOLOGIE

i — = R'F(C) —— R'F(A) —— R'F(B) —= R'F(C) — - -

| | | |

e — RT_IF(C/) - RT‘F(A/) . RTF(B') - RTF(C/) ..

2.3. Die Definition im Spezialfall fiir Lie-Algebren

Jetzt konnen wir endlich die funktorielle Definition der Kohomologiegruppen von Lie-
Algebren geben. Dazu spezialisieren wir die obigen Resultate, indem wir die Kategorie der
Lie-Algebren und die der Lie-Algebra Moduln wahlen. Dann brauchen wir noch folgendes
Lemma:

LEMMA 2.3.1. Der Funktor F': My — My, F(M) = M?® von der Kategorie der g—Moduln
in die Kategorie der K—Moduln ist links-ezxakt.

BEWEIS. Der triviale g-Modul Funktor T: Mg — M, ist der exakte Funktor, den man
erhalt wenn man einen K-Modul als trivialen g-Modul betrachtet. Nun ist M? der maximal
triviale g—Untermodul von M, so da} F' rechts-adjungiert zu T ist. Deshalb ist F' links-exakt.

O

Mit anderen Worten, wenn 0 — N — M — V — 0 eine kurze exakte Sequenz von g—
Moduln ist, dann ist auch die Sequenz 0 — N® — M9 — V9 exakt. Da die Kategorie der
g—Moduln genug Injektive besitzt, hat jeder g-Modul eine injektive Auflésung, und wir konnen
die rechts-derivierten Funktoren von F' bilden.

DEFINITION 2.3.2. Let g eine Lie-Algebra und M ein g-Modul. Definiere die r-te Koho-
mologiegruppe von g mit Koeffizienten in M als
H"(g,M) = R"F(M)
Das bedeutet wieder folgendes: wenn wir eine injektive Auflosung

0 M-S dppd

von M wahlen, dann mufl der Komplex
05 (10 L (e o I (e Dy (e L

nicht mehr exakt sein, und wir haben H" (g, M) = ker(d")/im(d"~'). Fiir jeden Homomorphis-
mus «: M — N von g-Moduln und jeder injektiven Auflosung M — I*®* und N — J*, a3t sich
a zu einer Abbildung a: I* — J* von Komplexen fortsetzen, d.h.,

0 M I° It

0 N JO Jt
und die Homomorphismen H"(a): H"(I*9) — H"(J*) sind unabhéngig von der Wahl von
a. Wenn wir die letzte Aussage auf die Identitat id: M — M anwenden, sehen wir, dafl die

Gruppen H"(g, M) bis auf kanonische Isomorphie wohldefiniert sind. Sie haben die folgenden
fundamentalen Eigenschaften.
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(1) Es gilt H(g, M) = F(M) = M?*.
(2) Ist I ein injektiver g-Modul, so gilt H"(g,I) = 0 fiir alle r > 0, weil 0 — [ — [ —

0 — 0 — --- eine injektive Auflosung von [ ist.
(3) Jede kurze exakte Sequenz 0 — N — M — V — 0 von g-Moduln induziert eine lange

exakte Sequenz von Kohomologiegruppen

0— HO(Q,N> - Ho(gaM) - HO(Q?‘/) — Hl(gaN) — H1(97M) —
— Hr(g7N) — HT(Q,M) — HT(Q,V) - Hr+l(gaN) —
Die Abbildungen H"(g,V) — H""'(g, N) heilen Verbindungshomomorphismen.

BEMERKUNG 2.3.3. Nun haben wir zwei verschiedene Definitionen von Lie-Algebra Koho-
mologie gesehen. FEine mittels Koketten und der expliziten Formel fiir den Korandoperator,
die zweite mittels derivierter Funktoren. Natiirlich kann man zeigen, dafl es einen kanonischen
[somorphismus zwischen beiden Kohomologiegruppen gibt.

BEMERKUNG 2.3.4. Wir konnen ebenso Lie Algebra Homologie mittels derivierter Funk-
toren definieren, indem wir den Koinvariantenfunktor und projektive Auflésungen betrachten.
Dann kann man auch wieder eine explizite Formel fiir den Randoperator angeben. Das Ergebnis
ist wie folgt: Man definiere den Raum der n-Ketten als

Cun(g, M) =A"(g) @k M.
Der Standardkomplex ist gegeben durch
0 M2A(g) @M & A (g oM & A (g oM. ..

wobei der Randoperator 9,,: A" (g) @ M — A™(g) ® M gegeben ist durch
n+1
Oy A AYpt1 @ ) :Z(—l)kyl/\"'ZJAk"'/\yn+1®yk'l‘

k=1
+ Z <_1)T+S[yrays]/\yl/\"'g;"'g;"'/\yn—kl@l’

1<r<s<n+l
Dann definiert man H, (g, M) = ker(9,)/im(0p41).
Fir den trivialen g-Modul K gilt
dim H,(g, K) = dim H" (g, K).

Eine weitere Beziehung zu den Kohomologiegruppen ist die sogenannte Poincare-Dualitat. Ist
g eine unimodulare Lie Algebra der Dimension n, also trad(z) = 0 fiir alle z € g, dann gilt

H,(9,K)= H"?(g,K), p=0,1,...,n.

Also hat man dann b,(g) = b,—,(g), und man mufl nur die Hélfte der Bettizahlen ausrechnen.






CHAPTER 3

Anwendungen von Lie-Algebra Kohomologie

Wir beschreiben in aller Kiirze einige Themen und Resultate, die mit Lie-Algebra Koho-
mologie zu tun haben.

3.1. Relative Lie-Algebra Kohomologie

Kohomologische Konstruktionen spielen eine wichtige Rolle in der Darstellungstheorie von
reduktiven Gruppen. Fiir eine kompakte Lie Gruppe K und eine Lie-Algebra g ist die Kate-
gorie der sogenannten (g, K')-Moduln von Bedeutung. Dabei ist €, die Lie-Algebra von K, eine
Lie-Unteralgebra von g. Ferner operiert K auf g durch Automorphismen Ad(k), k € K, die die
adjungierte Operation auf £ erweitern. Man kann dann einen links-exakten Invariantenfunktor
()% definieren und seine rechts-derivierten Funktoren bilden. Dann erhilt man eine Verallge-
meinerung der Lie-Algebra Kohomologie, ndmlich die relative Lie-Algebra Kohomologie. Auch
dafiir gibt es eine elementare Definition mittels Kozykeln und Korandern:

DEFINITION 3.1.1. Sei g eine Lie-Algebra tiber einem Korper F', ¢ eine Unteralgebra und
M ein g-Modul. Definiere

Cl g, ¢, M) ={we Clg,M) |i(z)w=px)w=0 Vzet}

Das ist ein Unterraum von C9(g, M), der invariant unter d ist. Also konnen wir, wie in (1.1.3)
die Kohomologie des Komplexes {C*(g, ¢, M), d} definieren, also

H(g,t, M) = Z%g,t,M)/B(g,t, M)
Die Gruppen heiflen relative Kohomologiegruppen von g mod € mit Koeffizienten in M.
Man beachte, daf3
C(g,t, M) = Home(A(g/€), M)

wobei die Aktion von ¢ auf A%(g/¢) durch die adjungierte Darstellung induziert wird. Mit
anderen Worten, man kann C%(g, ¢, M) mit dem Unterraum identifizieren, der aus den f €
Homp(A%(g/t), M) besteht, die der Relation

Zf(:vl,...,[x,xi],...,xq) =z f(r1,...,24)
i=1

geniigen, mit = € &, x; € g/¢, i =1,...,¢. Insbesondere gilt also
H(g, e, M) = H(g, M) = M®
={meM|zem=0Vzx € g}
37
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SATZ 3.1.2 (Kiinneth Formel). FEs seien ¢, < g, und €2 < go Unteralgebren, M ein gi—
Modul, My ein go—Modul, und g = g1 ® go, € = & B &, M = M; ® M. Dann gilt fur alle
q:

H(g,t, M) = @5 H"(g1,t:1, M1) @ H"(go, &, Mo)

a+b=q
Die Idee ist, dafl wir
C(g. b, M) = (A"(g/t)" @ M),
Ag/8)" = Mgi/t1)" ® Ag2/t:2)"

schreiben konnen. Wenn wir aber £;-Moduln A; und U; haben, ¢ = 1,2, und deren Tensorpro-
dukt A; ® Ay, U; ® Us in der tiblichen Weise zu £-Moduln machen, dann gilt

(A AU, U, = (A U)" @ (4 ® Uy)™
Deshalb folgt
C*(g,8, M) = C"(g1, %1, M) ® C* (g2, €2, M)

SATz 3.1.3 (Poincaré Dualitit). Sei g eine unimodulare Lie-Algebra der Charakteristik Null
mit dim g = n, € eine reduktive Unteralgebra von g mit dimg/€ = m. Dann gilt fir alle q

Hi(g,t, F) = (H™ (g, ¢, F))"
Man beachte, daf§ € auch unimodular ist, da £ reduktiv ist. Also operiert £ trivial auf
A™(g/%). Es ist dim C™(g, &, F') = 1, so daB fiir die hochste Kohomologiegruppe gilt
H"(g, ¢, F)=C"(g,¢, F)=F

3.2. Totale Lie-Algebra Kohomologie

Sei g eine Lie-Algebra der Dimension n > 2 iiber einem Korper K. Wir betrachten die
Kohomologie H*(g, K) mit trivialen Koeffizienten.

DEFINITION 3.2.1. Die totale Kohomologie von g ist die Zahl
o(g)=> dimH'(g,K) = bi(g)
i=0 i=0

Die Zahlen b;(g) heiflen Betti Zahlen von g. Deninger und Singhof hatten behauptet, daf
o(g) durch 4 teilbar sei, falls g nilpotent, K = Q und n # 1, 3,7. Man rechnet jedoch leicht nach,
dafl schon die standard graduierten filiformen Lie-Algebren f, des ofteren ein Gegenbeispiel
liefern. Die Lie Klammern sind durch [eq, ;] = e;41 gegeben fiir ¢ = 1,...n — 1. Dabei ist
(é1,...,e,) eine Basis von f,. Zum Beispiel gilt o(f15) = 1690, und das ist nicht durch 4 teilbar.
Trotzdem sollte o(g) = 0 mod 4 fiir viele Lie-Algebren gelten. Ist g etwa einfach, so ist die
triviale Kohomologie durch eine auflere Algebra gegeben, deren Dimension eine Potenz von 2
ist. In [6] finden wir folgendes Resultat:

THEOREM 3.2.2. Sei g eine unimodulare Lie-Algebra der Charakteristik Null oder p # 2
undn =dimg # 3 mod 4. Dann gilt o(g) =0 mod 4.

Der Beweis benutzt, dafl hier die Euler Charakteristik x(g) von g gleich Null ist.
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DEFINITION 3.2.3. Sei g eine Lie-Algebra der Dimension n und M ein endlich-dimensionaler
g-Modul. Dann heifit die Zahl
x(g, M) =) (=1)"dim H'(g, M)
=0
die Euler-Poincaré Charakteristik von g. Fir M = K schreiben wir abkiirzend x(g) =
X(8, K) =3 27(=1)"bi(g)-
Man hat folgendes Theorem [23]:

THEOREM 3.2.4. Sei g # 0 eine endlich-dimensionale Lie-Algebra tuber K, und M ein
endlich-dimensionaler g—Modul. Es gelte entweder g # [g,9], oder char K = 0. Dann folgt

x(g, M) =0.

Bei diesem Beweis wird unter anderem die Hochschild-Serre Spektralsequenz verwendet.
Fiir den Beweis der Teilbarkeit durch 4 der totalen Kohomologie wird auflerdem verwendet,
dafl der Rank einer schiefsymmetrischen Matrix gerade ist, sofern char K # 2. Fiir char K = 2
muf der Beweis daher modifiziert werden. In [6] wird gezeigt:

THEOREM 3.2.5. Sei g eine unimodulare Lie-Algebra der Charakteristik p = 2 und der
Dimension n > 2. Falls 0(g) Z 0 mod 4, dann ist n = 3 und g isomorph zu einer der beiden
folgenden Lie-Algebren:

(1) der Heisenberg Lie-Algebra ng(K).
(2) der einfachen Lie-Algebra mit Basis (x,y, z) und Lie Klammern [x,y] = z, [z, 2] = ay
und |y, z| = Bz, fir a, 5 #0 in K.

3.3. Kohomologische Dimension
Sei g eine Lie-Algebra tiber einem Korper K.

DEFINITION 3.3.1. Die kohomologische Dimension cd(g) von g ist das Supremum aller
Zahlen d € N, fiir die H%(g, M) # 0 fiir irgendeinen g—Modul M gilt.

Man beachte, dal wir die Kategorie aller g-Moduln betrachten, auch die unendlich-dimen-
sionalen g—Moduln. Fir endlich-dimensionale Lie-Algebren g existiert auch eine speziellere
Definition von kohomologischer Dimension, siehe [2]: sei cd(g) die groBite natiirliche Zahl, fur
die H*®) (g, K) # 0 gilt. Wir wollen voriibergehend diese Definition zugrundelegen. Sei g
also endlich-dimensional. Es sei K = R. Es ist wohlbekannt, dafl die Gleichheit cd(g) =
dim(g) genau dann gilt, wenn g unimodular ist [20]. Also gilt meistens cd(g) < dim(g).
Interessanterweise sind Algebren mit cd(g) = dim(g) — 1 auch relativ selten. Das einfachste
Beispiel mit dieser Eigenschaft ist die Lie-Algebra to(R) = (x,y | [z,y] = v).

DEFINITION 3.3.2. Eine Erweiterung 0 — a — g — b — 0 von Lie-Algebren heifit unimod-
ular, falls trad x|, = 0 fir alle z € g gilt.

Es gilt nun folgender Satz [2]:

THEOREM 3.3.3. FEs gilt cd(g) = dim(g) — 1 genau dann, wenn g eine unimodulare Er-
weiterung von to(R) ist.

KOROLLAR 3.3.4. Sei g eine 3—dimensionale reelle Lie-Algebra mit cd(g) = dim(g) — 1.
Dann gilt g = R & ry(R).
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Im folgenden verwenden wir jetzt wieder die allgemeinere Definition von cd(g). Demnach
hat eine Lie-Algebra g kohomologische Dimension 1, wenn H?(g, M) = 0 fiir jeden g—Modul M
gilt. Das bedeutet, jede kurze exakte Sequenz von Lie-Algebren 0 — M — h — g — 0 zerfallt.
Auflerdem sind auch alle héheren Kohomologiegruppen gleich Null.

SATz 3.3.5. Sei g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra mit cd(g) = 1. Dann ist g eindi-
mensional.

Der Beweis ist nicht schwierig. Zunéchst reduziert man den allgemeinen Fall darauf, da§ K

algebraisch abgeschlossen ist. Dann beweist man das Resultat mit Induktion tiber n = dim g.
Hat g kohomologische Dimension 1, dann auch jede Unteralgebra von g. Das folgt aus Shapiros
Lemma iiber die Kohomologie koinduzierter g—-Moduln. Wegen des Satzes haben also alle
endlich-dimensionalen Unteralgebren einer Lie-Algebra g mit cd(g) = 1 ebenfalls wieder koho-
mologische Dimension 1.
Eine freie Lie-Algebra hat immer kohomologische Dimension 1, wegen ihrer universellen Eigen-
schaft. Ob auch die Umkehrung stimmt, war lange eine offene Frage. Feldman zeigte 1983,
daB jede Lie-Algebra der kohomologischen Dimension 1, die von zwei Elementen erzeugt wird,
frei ist. SchlieBlich wurden Gegenbeispiele in Charakteristik p > 2 gefunden: nicht-freie Lie-
Algebren, von 3 Elementen erzeugt, die dennoch kohomologische Dimension 1 haben, siehe [22].
Ob solche Gegenbeispiele auch in Charakteristik Null existieren, ist unbekannt.

DEFINITION 3.3.6. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Die projektive Dimension pd(M)
von M ist die kleinste Zahl n, wenn sie existiert, so dafl es eine Auflosung von M gibt mit
projektiven R-Moduln:

O—-FP, = =P =>F—>M=0

Die injektive Dimension id(M) von M ist die kleinste Zahl n, wenn sie existiert, so dafl es eine
Auflésung von M gibt mit injektiven R—Moduln:

0—-M—=>I1I°=T"— ... = 1"=0
Gibt es keine endliche Auflosung dieser Art, setzt man pd(M) bzw. id(M) gleich co.

THEOREM 3.3.7. Sei R ein Ring. Die folgenden Zahlen stimmen immer tberein:
(1) sup{id(M) | M € Mg}
(2) sup{pd(M) | M € Mg}
(3) sup{d | Ext%(A, B) # 0 fiir irgendwelche R-Moduln A, B}

Diese Zahl heifst die globale Dimension von R, oder auch die homologische Dimension von R.
Wir haben den folgenden Satz, siehe [28], Exercise 7.3.5:

SATz 3.3.8. Die komologische Dimension cd(g) von g stimmt mit der globalen Dimension
von U(g) tberein.

Sei g eine n-dimensionale Lie-Algebra. Dann kann man zeigen, daf die globale Dimension
von U(g) gleich n ist. Das tibersetzt sich dann wie folgt fiir die kohomologische Dimension von

g:
SATZ 3.3.9. Sei g eine n-dimensionale Lie-Algebra. Dann gilt cd(g) = n.

Offenbar ist H?(g, M) = 0 fiir jeden g—Modul M fiir ¢ > n, weil dann A(g) = 0 ist. Der
Punkt ist also zu zeigen, daf es einen g—Modul M gibt mit H"(g, M) # 0.
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3.4. Betti-Zahlen nilpotenter Lie-Algebren

Uber die Betti-Zahlen b;(g) einer nilpotenten Lie-Algebra g gibt es viele ungeloste Fragen,

selbst fiir den Fall, dafl g endlich-dimensional ist. Insbesondere versucht man, Abschéatzungen
von Betti-Zahlen zu gewinnen. Oft hat man schon Resultate in dieser Richtung fiir Gruppen,
die man dann auf die Situation von Lie-Algebren tibertragen mochte.
Ein Beispiel hierfiir ist das Golod-Shafarevich Theorem fiir p-Gruppen. Ist G eine endliche
p-Gruppe, so bezeichnen wir mit d(G) die minimale Anzahl von Erzeugern fiir G, und mit
r(G) die minimale Anzahl von Relationen zwischen diesen Erzeugern in der zugehorigen freien
Pro-p-Gruppe. Kohomologisch ausgedriickt bedeutet das

d(G) = dimg, H' (G, F,,)
r(G) = dimy, H*(G,F,)
Dann hat man das folgende Resultat
THEOREM 3.4.1 (Golod-Shafarevich). Fir jede endliche p-Gruppe gilt
d(G)?
4

Fiir eine endlich-dimensionale Lie-Algebra g ist die Kardinalitat eines minimalen Erzeugen-
densystems gleich

r(G) >

dim(g/[g, o)) = dim Hy(g, K) = dim H' (g, K) = bi(g).

Ebenso ist ist die Kardinalitit eines minimalen Relationensystems durch dim H?(g, K) = by(g)
gegeben. In Analogie zu dem Theorem von Golod-Shafarevich gilt:

THEOREM 3.4.2. Sei g eine endlich-dimensionale nilpotente Lie-Algebra. Dann gilt

hg) > 1O

Das Theorem wurde 1977 von Koch [19] bewiesen, geriet dann aber offenbar wieder in
Vergessenheit. In einer Arbeit von 1997 wurde das Resultat als bo-Vermutung formuliert, siehe
[8]. Eine weitere Abschétzung von Betti-Zahlen dagegen gilt bisher noch als Vermutung: die
sogenannte “toral rank conjecture” (TRC) fiir nilpotente Lie-Algebren iiber R oder C. Sie

besagt, dafl
Z b > 2d1mZ 9)

wobei Z(g) das Zentrum von g bezelchnet. Der toroidale Rank k(M) einer glatten Mannig-
faltigkeit M ist die Dimension des grofiten Torus, der fast frei auf M operiert. Halperin hat
1968 vermutet, daf3
dim H* (M) > 2"+

gilt. Der Zusammenhang mit nilpotenten Lie-Algebren ist wie folgt. Ist N eine nilpotente
Lie-Gruppe und I eine diskrete kokompakte Untergruppe, dann ist M = N/I" eine Nilmannig-
faltigkeit. Deren toraler Rank ist aber genau dim Z(N). Fir nilpotente Lie-Algebren, die ein
Modell einer Nilmannigfaltigkeit sind, wiirde also die Vermutung von Halperin die TRC im-
plizieren. Allerdings gibt es gentigend Lie-Algebren, die kein Modell einer Nilmannigfaltigkeit
sind, namlich solche, fiir die kein Basiswechsel zu rationalen Strukturkonstanten fithrt. Schon
in Dimension 7 gibt es unendlich viele solche nicht-rationale nilpotente Lie-Algebren. Daher
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ist es auch keineswegs klar, ob die TRC in dieser Allgemeinheit richtig ist. Andererseits ist die
Vermutung aber in einigen Spezialfillen bewiesen, siehe [7]:
THEOREM 3.4.3. Sei g eine endlich-dimensionale nilpotente Lie-Algebra, so dafS eine der
folgenden Bedingungen erfillt ist:
(1) dim Z(g) <5,
(2) dimg/Z(g) <7
(3) dimg < 14
(4) g ist 2-stufig nilpotent.
Dann, gilt die TRC, d.h., Y7_ by(g) > 29m#@),
In vielen Féllen ist die Abschatzung aber nicht sehr gut. Ist g zweistufig nilpotent, so kann
man die Abschétzung zum Beispiel wie folgt verbessern, siche [26]:

THEOREM 3.4.4. Sei g eine endlich-dimensionale 2-stufig nilpotente Lie-Algebra und v ein
Komplement von Z(g) in g. Dann folgt

> bylg) =2, t=dimZ(g)+ {dlmi}
p=0

2
Im allgemeinen hat man folgende obere Schranke fiir die Betti-Zahlen, siehe [7]:

THEOREM 3.4.5. Sei g eine nicht-abelsche nilpotente Lie-Algebra der Dimension n > 3,

dann qilt firp=1,...,n—1
n n—2
b < —
pl8) < (p) <p—1>

Fiir die Lie-Algebra ng(K)® K™ 2 gilt sogar Gleichheit. In [7] werden auch untere Schranken
angegeben, die aber sehr schwer wiederzugeben sind. In bestimmten Fallen existieren explizite
Formeln fiir die Betti-Zahlen.

THEOREM 3.4.6 (Santharoubane). Sei by, die 2n + 1-dimensionale Heisenberg Lie-Algebra.

Dann gilt fir alle 0 <p<n
2n 2n
b = -
pl0) (p) (p—2)

Man beachte, daf die fehlenden Betti-Zahlen durch die Poincaré Dualitat gegeben sind. In
[1] findet man folgende Formel:

THEOREM 3.4.7. Sei g, die Lie-Algebra mit Basis (x;,y;,2), 1 < i < n und Klammern
[z, 2;] = y;. Dann gilt fir alle 0 <p <2n+1

bp(gn) = (@1}1) <[g}>

Ist g eine komplexe nilpotente Lie-Algebra, die ein abelsches Ideal der Kodimension 1
enthalt, dann gibt es eine rekursive Formel fiir die b,(g) mit Partitionen [3]. Ein Spezialfall
einer solchen Lie-Algebra ist die Standardgraduierte filiforme Lie-Algebra f,,1. Sie ist definiert
durch

ler,e)] = €iy1, 2<i<n

wobei (€1, ey, ..., €e,11) eine Basis von f,,1 ist.
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SATZ 3.4.8. Die p-te Betti-Zahl von f,.1 ist gegeben durch
bp(fnﬂ) =Fpn+ Ppo1n
firl <p<n+1, wobei Ry, =1 und

P
Ppm:#{(al,...,ap)EZﬂ1§a1<---<ap§n, Zaj:{

J=1

sl

Fiir kleine p erhélt man daraus explizite Formeln fiir die Betti-Zahlen b,(f,):

b1 (fn) =2

ba(fn) =
- |(2)-[5]
mﬁw==é(%?>+4ﬁ$rwzzvn—é§+1w

Die Formeln erhalt man wie folgt: der g-Binomialkoeffizient ist definiert als

" k—1 | — g
[’f] q 1—qg*t

=0

Nun kann man sich die Definition der Mengen P, ,, als restringierte Partitionen umschreiben:

p
Pp,n:#{(bl,...,bp)ezp\1gb1§---gbpgn—p+1, ij:sp},
j=1

A {P(?Hl)w _plp—1)
P 2 2
Dann ist P,,, gegeben durch den Koeffizienten von x° in der Reihenentwicklung von

n+1 n
pl. =1,
Damit kann man die Zahlen F,,, sehr gut ausrechnen. Fiir kleine p kann man sogar die erzeu-
genden Funktionen bestimmen. Damit kann man dann explizite Formeln durch Partialbruch-

zerlegung ableiten. Die erzeugende Funktion von P, ist zum Beispiel gegeben durch

LL’Q

(1—2)(1—2a?)
Natiirlich gilt Py, = 1 und P, = [%]. Weiterhin haben wir
)2
P, - {(n 1) +4J
8
_ {(n—2)3+%(n—1)2+18J
" 36

=2? + 2%+ 2% +20° + 32% 4+ 327 + 428 + 42 + -+

Py,
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Die erzeugenden Funktionen von P ,, ..., P7, sind wie folgt:

Pl,nll

.IQ

s )

23(1 — 29)
(1 —2)(1 —a?)(1 —2%)(1 — =)

Ps,,
(1 + 2?)
(1 —2)(1 —22)2(1 — 23)

(1 + ) f5(x)
(1 —2)(1 = 2*)(1 —2t)(1 - 2°)(1 — 2°)

P4,n .

P5,n .
P 28(1 + 2% + 323 + 42* + 42° + 327 + 28 + 210)
o 1 =) (1= 22)2(1 — %) (1 — 2Y) (1 — 25)

2" f7(z)
g7()

P?,n:

wobei
fi(@)=a" — o + 202 + 2" + 220 + 32° + 2® + 527 + 2%+ 327 + 22 2P+ 2P — 2+ 1
fr(x) =1 — 2+ 32% + 32° + 7o + 122° + 162° + 2827 + 332° + 462° + 562 + 732"}
+ 83212 4+ 902" + 1062 + 1092 + 1212'° 4+ 11027 + 12128 + 1092 + 1062
+ 902" + 831 + 732% + 562! + 462 + 332°° + 2827 + 1627 + 122% + T2
+ 323 + 3232 — % 4 3
gr(x) = (1—2)"(1+2)°(1+ 2231 — 2+ 22)?(1 + 2+ 22)*(1 + 2*) (1 — 2 + 2*)
1—z+2*—2*+2H(1 +2+ 22 +2° +2%).

Damit kann man dann beliebig viele Folgenglieder ausrechen. Die Folge (Ps,,), n > 5 beginnt
etwa mit

(1,1,3,6,12,20,32,49, 73, 102, 141, 190, 252, 325, 414, 521, 649, 795, 967, 1165,
1394, 1651, 1944, 2275, 2649, 3061, 3523, 4035, 4604, 5225, 5910, 6660,

7483, 8372, 9343, 10395, 11538, 12764, 14090, 15516, 17053, 18691, 20451,
22330, 24342, 26476, 28754, 31174, 33751, 36471, 39361, 42416, 45654, 49060,
52662, 56455, 60459, 64656, 69079, 73720, 78602, 83705, 89064,

94671, 100551, 106681, .. .)

Auf diese Weise kénnen wir dann auch die Betti-Zahlen leicht ausrechen. Zum Beispiel sind
die Betti-Zahlen von f§, fiir 3 <n < 15 wie folgt:
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n (bo, ce >bn)

3 1,2,2,1)

4 (1,2,2,2,1)

5 (1,2,3,3,2,1)

6 (1,2,3,4,3,2,1)

7 (1,2,4,6,6,4,2,1)

8 (1,2,4,8,10,8,4,2,1)

9 (1,2,5,10,14,14, 10, 5,2, 1)

10 (1,2,5,12,20,24,20,12,5,2, 1)

11 (12,6, 15, 28,38, 38,28, 15,6, 2, 1)

12 (1,2,6,18,37,56,64,56,37,18,6,2,1)

13 (1,2,7,21,48,82,107, 107, 82,48,21,7,2,1)

14| (1,2,7,24,61,116,167, 188,167,116, 61,24, 7,2, 1)
15 | (1,2,8,28, 76, 157, 253, 320, 320, 253, 157, 76, 28,8, 2, 1)

Im allgemeinen Fall kann man keine explizite Formel fiir b,(f,) erwarten. Interessant an der
Folge der Zahlen (bg, by, ...,b,) ist hier, dafl sie unimodal ist.

DEFINITION 3.4.9. Eine Folge (ag, a1, ...a4) von reelen Zahlen heifit unimodal, falls es ein
j gibt mit 0 < j < d, so daBl a; < a;yq fir allei = 0,...,7 — 1 und a; > a;;1 gilt fir alle
1=17J,...,d— 1. Sie heifit log-konkav, falls

a; > a; 1041
firalle:=1,...,d—1 gilt.
Eine log-konkave Folge positiver Terme ist unimodal. Es gilt [3]:

THEOREM 3.4.10. Sei g eine endlich-dimensionale nilpotente komplexe Lie-Algebra, die
ein abelsches Ideal der Kodimension 1 besitzt. Dann ist die Folge der Betti-Zahlen unimodal.
Insbesondere ist die Folge der Betti-Zahlen von f, unimodal.

Es gibt sogar eine Formal fiir die Betti-Zahlen, die die obige Formel fiir b,(f,) verallgemein-
ert, siehe [3]. Eine naheliegende Frage ist es auch, wann die Betti-Zahlen von Lie-Algebren
nicht nur unimodal, sondern sogar log-konkav sind.

VERMUTUNG 3.4.11. Die Folge der Betti-Zahlen (by(f), ..., bn—1(fn)) ist log-konkav, d.h.,
es gilt b? > b;_1b;yq fir alle2 <i<n—2.

Man beachte, dafl natiirlich b% > bobs, oder 4 > VLTHJ nicht stimmen kann, sobald n > 9
ist. Deshalb mufl man by, b, in der Folge weglassen.
Die Folge der Betti-Zahlen (bg, by, ...,b,) ist aber nicht fiir alle nilpotenten Lie-Algebren uni-
modal. Man sieht leicht, dafl die Heisenberg Lie-Algebren §,, eine Familie von Lie-Algebren
bildet, deren Folge der Betti-Zahlen nicht unimodal ist. In der Tat hat man genau ein Mini-
mum in der Mitte. Fiir n gerade seien t,, die filiformen Lie-Algebren mit Basis (z1, ..., x,) und
Lie-Klammern

[z, 2] =201, 2<i<n-—1
[, tnjia] = (1), 2<j<n/2

Dann zeigen die Betti-Zahlen b,(t,,) ein dhnliches Verhalten wie die der Heisenberg Lie-Algebren.
Hier sind einige numerische Beispiele, die von Hannes Pouseele berechnet worden sind. Aus
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Platzgriinden geben wir die Zahlen nur bis zum Index n/2 an. Die andere Hélfte folgt ja aus
der Symmetrie.

n (bo,bl,...,b%)

11(1,2,2)

6 |(1,2,2,2)

8 1(1,2,3,4,4)

10 | (1,2,4,8,9,8)

12| (1,2,5,13,22, 23, 20)

14 (1,2,6,19,41,61, 59, 50)

16 | (1,2,7,26,68,129,177,163, 134)

18| (1,2,8,34, 105, 240, 414, 530, 466, 376)

20| (1,2,9,43, 152,406, 839, 1342, 1630, 1388, 1100)

22| (1,2,10,53,211,643, 1541, 2929, 4410, 5129, 4243, 3320)
24 | (1,2,11,64, 284,970, 2636, 5773,10252, 14657, 16430, 13278, 10260)

Es sieht so aus, als ob diese Folge fiir kein n > 10 unimodal ist. Einen Beweis scheint es
aber noch nicht zu geben.
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