SUR LES DEGENERATIONS D’ALGEBRES DE LIE

DIETRICH BURDE

1. INTRODUCTION

Soit V' un espace vectoriel de dimension n sur un corps k et soit Hom(A2V, V) l'espace
vectoriel constitué de toutes les applications bilinéaires antisymétriques pw:VxV —V. Une
application bilinéaire p est donnée par ses constantes de structure c - relatives a une base fixée

(e1,...,€n):
w(es, ;) Z Cijeh

Alors p correspond a un point (cfj) dans k" tel que

k _ k

Notons que Hom(A2V, V) est une variété algébrique munie de la topologie de Zariski.

Définition 1.1. La variété des lois d’algebres de Lie £, (k) C Hom(A?V, V) est définie par les
relations polynomiales de Jacobi:

n

(1) D (e + e + cuch) =0
=1

Le groupe linéaire G L, (k) agit sur £, (k) par changement de base

(9 1)z, y) = g9~ 2,97 'y))
ou g appartient a GL, (k) et z,y € V. On note O(u) orbite de p sous l'action de GL(n, k), et
O(p) adhérence de O(u) relative a la topologie de Zariski. Les orbites dans £,,(k) correspon-
dent aux classes d’isomorphisme des algebres de Lie de dimension n. On s’intéresse a plusieur
questions concernant la variété £, (k), notamment aux composantes irréductibles et aux orbites
ouvertes.

Définition 1.2. Une loi p € L, (k) est dite rigide si son orbite O(u) est ouverte dans L, (k).

Si p est rigide, alors I'algebre de Lie g correspondante est algébrique et n’admet aucune
déformation non-triviale. D’autre part, si H?(g,g) = 0 alors u est rigide. Roger Carles [5] a
prouvé le résultat suivant concernant le nombre des composantes de L, (k) et le nombre des
orbites ouvertes (et donc les nombre des algebres de Lie rigides):

Proposition 1.3. Si r(n) est le nombre des composantes irréductibles de L (k ) et s(n) le
nombre des orbites ouvertes, on a (r(1),...,7(7)) = (1,1,2,4,7,17,49) et (s(1),...,s(7)) =
(1,1,1,2,3,6,14).
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Ces nombres croissent tres vite avec n. On a la minoration suivante [10] :
4
et < s(n) < r(n) < 27/°

pour n assez grand. Soit C une composante irréductible de £,,(k) passant par u. Alors O(u) C C.
Comme C est fermée pour la topologie de Zariski, ’'adhérence de 'orbite O(u) est aussi contenue
dans C. Ainsi toute composante C contenant p contient aussi toutes les dégénerations de pu:

Définition 1.4. On dit que p est une dégénération de A si u € O(A). Dans ce cas on dit aussi
que A dégénere vers p, ce que 'on note A — geg [t

Une dégénération est appelée triviale si A = p, c’est a dire p € O(N). On remarque que
A —deg [t €L [t —qeg v implique A —qee ¥. Donc l'opération du dégénération est transitiv. Les
dégénérations d’algebres de Lie sont tres importantes pour la physique. Elles sont appelées
contractions, avec quelques hypotheses supplémentaires. En effet les passages a la limite con-
sidérés par les physiciens peuvent souvent étre décrits comme des contractions d’algebres de
Lie. La mécanique classique est une limite de la mécanique quantique décrite par la contraction
H —deg tan+1, ol b est 'algebre de Weyl-Heisenberg, et ty,, 11 est I’algebre de Lie abélienne de la
méme dimension. Souvent on peut décrir une dégénération par un sous-groupe {g;} de GL,, (k)
a un parametre.

Définition 1.5. Une dégénération A —qee p est dite dégénération par un sous-groupe a
un parametre, ou 1-PSG, si elle peut étre décrite par un morphisme de groupes g : k* —
GL,(k), t — g tel que p = limy_ g - \.

Exemple 1.6. Soit \g € L,,(k) la loi correspondant a ’algébre abélienne, i.e., A\o(x,y) =0, et
g =1t"11,. On a X —geg Ao pour tout X € L,(k):

(g - M) (2, y) =t Nt ty) = tA(z,y)

En effet la passage a la limite de g, - X pour t — 0 est égale a A\g. Donc toute algébre de Lie
dégénere vers l’algébre de Lie abélienne de méme dimension par un sous-groupe a un parametre.

La notion de dégénération peut ainsi étre regardée comme suit ( voir [8]):

Proposition 1.7. Soit k un corps algébriquement clos. L’algebre de Lie §y est une dégénération
d’algebre de Lie g si et seulement s’il existe une algébre de valuation discrete A sur k dont le
corps des fractions K est un corps de fonctions de dimension 1, et une algébre de Lie a de
meéme dimension que g telles que

a@a K =g K
a®@sk=5H

2. LES VARIETES L, (k)

Examinons les variétés £, (k) et les dégénérations sur le corps C pour les cas concret des
petites dimensions. Alors £, (C) peut étre munie de deux topologies: la topologie métrique
dans C™, et la topologie de Zariski. Mais cela ne change rien pour les dégénerations. Pour
n = 2 nous avons

£5(C) = 0(5:(C)) = O(x:(C)) UO(CY)
olt t5(C) est I'algebre non-abélienne. La seul dégénération est to(C) —geq C*. L'orbite de to(C)
est ouverte. Il n’y a pas une dégénération vers to(C) dans Lo(C).
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La variété L3(C) est la réunion de deux composantes irréductibles C; et Cy. Les algebres de Lie
a trace nulle (la forme linéaire tr ad(x) est nulle) forment la composante Cy:

C, = O(s5(C)) = O(s1,(C)) U O(ts_1(C)) U O(n3(C)) U O(C?)

La classification de toutes les orbites en dimension 3 et de leur adhérence dans L3(C):

g crochets de Lie O(g)
C3 — C3
Ilg(@) [61, 62] = €3 ng(C), (C3
tg(@) eC [61, 62] = €9 tg(C) S¥) C, ’(13(@), (C3
tg(C) [61, 62] = €9, [61, 63] =e9 + €3 tg(@), 'CgJ(C), 113(@)7 C3
tg,a((.j) [61,62] = €q, [61, 63] = Qes, ‘Oé| <1 'C37a((C), 113(@), (CS
tg,_l((C) [61, 62] = €9, [61, 63] = —e3 'C37_1(C), ng((C), (Cg
'C371((C) [61, 62] = €9, [61, 63] = €3 tg,l(C), (CS
E[Q(C) [61, 62] = €3, [61, 63] = —261, [62, 63] = 262 5[2(@), tg,_l((C), 1’13(@), (CS

La composante Cy est constituée d’algebres de Lie résolubles:

Cy = R3(C) = UaO(t3.4(C)) UO(t3(C)) U O(ts(C) & C) U O(n3(C) U O(C?)

Alors C1NCy = O(t3,-1(C)) et dim C; = dim Cy = 6. On peut représenter toutes les dégénérations
essentielles dans L3(C):

5[2(@)
t3.4241(C) t3-1(C)

t2(C) & C——n3(C)

N

C

'Cg((C)

e

tg,l(C)

Ve

Proposition 2.1. La variété L4(C) est la réunion de 4 composantes irréductibles C;, i =

1,... 4

C, = O(sl,(C) & C)
Cy = O(r5(C) @ 5 (C))
C3 = Ua,pO0(g4(cv, 8))
C1 = UaO(gs())

Les composantes sont de dimension 12, i.e., dimC; = 12. Le nombre des orbites ouvertes est
égale a 2, en effet les algebres de Lie sl3(C) @ C et ty(C) @ to(C) sont rigides.
La classification de toutes les orbites en dimension 4 est donnée dans le tableaux suivant:
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s crochets de Lie
C4
n(C)a C le1, e2] = €3
ny(C) le1, e2] = e3, [e1,e3] = e4
t(C) @ C? le1, e2] = €2
t3(C) © r2(C) le1, 2] = e, [e3,e4] = €4
5[2((C) ®C [61762] = €2, [61763] = —é€s, [62, 63] =€
g1 [61,62] = €9, [61763] = €3, [61764] = €4
g2(a) [e1, €0] = e, [e1, €3] = e3, [e1, e4] = €3 + aey
g3 1, €9] = €3, [e1, €3] = e3, [e1, ea] = 2e4, [ea, €3] = €4
gi(, ) le1, €a] = ea, [e1, €3] = ea + e, [e1, eq] = €3 + Pey
gs() [e1, e2] = €2, [e1, €3] = ex + aes, [e1, es] = (a4 1)ey, [eo, 3] = €4

Les autres algebres decomposables sont: g2(0) = v51(C) & C, ga(r,0) = 13,(C) & C avec
a#0,1et gq0,1) = r3(C) @ C. En outre gs(a) = g5(’) si et seulement si aa’ =1 ou a = o/,
et ga(a, B) = ga(a/, F) si et seulement si les proportions 1 : «v: et 1: o' : 3 coincident (apres
une permutation convenable).

La classification de leur adhérence dans £4(C) (voir [4]):

g O(g)
ct ct
n3 &d C n3 & (C, Cc*
ny ny, N3 P C, C4
to & C? t, ®C?, n3»C, C*
o Dty tg@tg, 95(0), 94(0,0), tg@C, ‘Cg@@@,

t3,a7$1 @(CJ tQ@(C27 Ny, n3@c7 (C4
5[2@@ 108 @C, 95(—1), T3 1 @C, Ny, ﬂg@c, (C4

g1 g1, C*
QQ(OZ , 7é 1 QQ(OZ), ns @C, c*
g2(1) g2(1), g1, i C, C*

93 g3, 02(2), 3 ©C, C*
94(0576) 94(0576)7 Ny, N3 @C7 C4
94(04, 1),(1 7é 1 g4(a,1), gg(a), Ny, N3 @C, C4
94(1,1> 94(1 ].) g1, 92(1), Ny, '[13@@ (C4
94(0,()) 94(0 O), T2 @C Ny, ﬂg@(c (C4

95(Oé),047é0,1 95( ), 94(06 Oé+1), Ny, ﬂg@(c, (C4
O) ( ) (07 ) 92( )7 Ny, ﬂg@(c, ct
1) ( ) (17 ) 92( )7 Ny, ﬂg@(c, ct

Théoreme 2.2. Si A\ —qge; f1 est une dégénération par un sous-groupe {g:} & un paramétre,
alors 1 est lalgébre graduée associée donnée par la filtration sur X\ induite par {g,}. D’autre
part, si p est l'algebre graduée associée donnée par une filtration quelconque sur X\, alors j est
une dégénération par un sous-groupe a un parametre.

On en déduit le théoreme suivant [4]:
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Théoréme 2.3. Toute dégénération dans L,(C) peut étre décrite par un sous-groupe a un
parameétre pour n < 3. L’assertion est fausse pour n > 4.

Par exemple, la dégénération to @ty —gee Mg n'est pas une dégénération a un parametre. Les
dégénérations en dimension 4 sont tres compliquées. Nous avons le résultat suivant:

Proposition 2.4. On peut obtenir toutes les dégénérations dans L4(C) par la composition de
dégénérations essentielles suivantes:

94(0‘76> ny ng@C—>(C4

ga(a, 1) ——— go(a) ——n3d C

94(0,0) — 1o G C——n30C
g2(1) o c!
g5(1) g3 92(2)

g5(a) —— gu(a, a0 +1)
sly @ C———g5(-1)
To @tg ———>g4(0é,0)

9o Pty ——m— 95(0)

On peut dessiner toutes les dégénérations dans les 4 composantes. Voila les dégénérations
dans O(ry @ o) :

94(0, O) — To ) Tg —— 95(0)

tg,a@c tg@(c

ty D Cz\ ny 31 ®C
ng & C
(C4

Pour la classification on utilise la proposition suivante:
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Proposition 2.5. Soit A\ —4es 1t une dégénération non-triviale: Alors on a
dim O(A) > dim O(p)
dim Der A < dim Der g
dim[p, u] < dim[\, A]
dim Z(\) < dim Z(p)
dim H7(X\) < dim H7 (1)
dim H7(\, \) < dim H? (p, 1), 5 =0,1,2,3,...
La derniere partie de ce résultat se démontre a I'aide de 'inégalité dim Z7 (A, \) < dim Z7(u, 1)

pour j € Ng. Soit d : C7(\,\) — C'T1()\, \) opérateur cobord. Le formule du rang pour
I’application lineaire d implique

dim H7 (A, \) = dim Z7(\, A) — dim C9TH (A, \) + dim Z7TH(A, \)
Donc dim H?(\, \) < dim H? (u, p1), parsque dim CYTH (A X)) = dim CV (u, ).

De plus, nous avons plusieur invariants, e.g.
tr(ad z)* tr(ad y)
) = f{(ada) o (ady))
au cas ou l'expression est indépendante de z,y, et le denominateur est différent de nul. Par
exemple,

o'+ of

(a0 & C) = 14 770

Dans ce cas ¢;j(h) = ¢;;(g) pour toute h € O(g).

Soit NV, (k) C L, (k) la sous-variété des lois d’algebres de Lie nilpotentes. On a [3]:

Théoréme 2.6. Toute dégénération dans N, (C) peut étre décrite par un sous-groupe & un
parametre pour n < 6. L’assertion est fausse pour tout n > 7.

Si g est caractéristiquement nilpotente (c’est-a-dire, toutes ses dérivations sont nilpotentes),
alors g n’admet pas une graduation. Donc les dégénérations entre les algebres caractéristiquement
nilpotentes ne peuvent pas étre décrites par un 1-PSG. Il est bien connu que toute composante
irréductible de £, (k) contient un ouvert non vide des algebres de Lie caractéristiquement nilpo-
tentes pour n > 8 (voir [7]).

Un autre probleme consiste a déterminer les algebres nilpotentes rigides. En etudiant les
variétés N, (C) pour n < 8 on a constaté que toute loi p € N, (C) est la dégénération non-
triviale d’'une autre loi A € £,(C). Donc il n’existe pas une algebre de Lie nilpotente et
rigide dans £,,(C) pour n < 8, et aucune des composantes de N,,(C) est aussi une composante
de la variété £,(C). Il est connu que toute algebre de Lie nilpotente et rigide dans L,,(C)
est caractéristiquement nilpotente [6]. Dans [1] il est affirm’e qu’aucune loi d’algebre de Lie
nilpotente filiforme n’est rigide dans £, (C). Il semble intéressant de savoir si la conjecture
suivante est vraie.

Conjecture (Vergne) 2.7. Toute loi p € N,,(C) est la dégénération d’une autre loi A € L,(C),
c’est-a-dire, il existe une dégénération non-triviale X —qeg p. En particulier, il n’existe pas une
algébre de Lie nilpotente et rigide dans L,(C).
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La conjecture est vraie pour les petites dimensions. Il est évident pour n < 3. Pour n = 4 les

algebres de Lie nilpotentes sont données par ny(C),n3(C) & C et C*. Mais d’aprés Proposition
2.4,

Ty Dty ny 113@@—————>C4

Donc la conjecture est vraie pour n = 4. En dimension 5 nous avons la classification suivante
de toutes les orbites dans N5(C):

g crochets de Lie
Cc —
n3(C) & C? le1, €] = e3
n(C)eC [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4
95,6((C) le1, e2] = e3, [e1, €3] = e, [e1, e4] = e5, [ea, €3] = €5
95,5(C) le1, 2] = €3, [e1, e3] = ey, [e1, e4] = €5
95,4((C) le1, 2] = €3, [e1, €3] = ey, [e2, €3] = €5
95,3((C) le1, 2] = ey, [e1, e4] = €5, [e2, €3] = €5
952(C) le1, e2] = ey, [e1, €3] = €5
95.1(C) le1, e3] = es, [e2, e4] = €5

Les dégénérations dans N;(C) sont données par (voir [8]):

95,6

95,3 954 95,5

NS

g5.1 n GC——gs52

N

ng & C

(C5
L’algebre de Lie g56(C) est a la téte du diagramme. Elle est rigide dans N5(C). Donc

N5(C) = O(g56(C)) et il suffit de montrer ¢'il existe une algebre de Lie h5(C) € L5(C) telle
que h5(C) —qeg 956(C). En effet, nous pouvons choisir h5(C) comme suit:

g ‘ crochets de Lie
b5(C) | [e1, e2] = €2 + €3, [e1, €3] = ez + ey, [e1, e4] = €4 + €5,
le1,e5] = es + €5, [ea, e3] = e4 + €3

Alors h5(C) dégénere vers gs6(C) par g, = diag(t~,t72,¢73,¢7*,¢7°). Donc la conjecture est
vraie pour n = 5. Soit n =6 et
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s crochets de Lie
96,6(C) [61, 62] = €3, [617 63] = €4, [61, 64] = €5, [627 63] = €5
[62765] = €Ce, [63764] = —6€

he(C) |[e1,ea] = ex+ €3, [e1,e3] = eq, [e1,e4] = €5, [e1,e5] = €5
lea, e3] = €5, [e2, 5] = €6, [e3, €4] = —eg, €3, €5] = —ep

La variéte Ng(C) = O(ge6(C)) est irréductible, voir [12]. Mais hg(C) dégénere vers gg(C) par
gr = diag(t™1,t72,¢73, ¢4 t7°,¢t77). Donc gg6(C) n’est pas rigide dans Lg(C).

Pour n > 7 il exist des familles d’algebres de Lie nilpotentes g(«) telles que g(a) = g(3) si
et seulement si &« = (. Ce cas est plus complexe. Les variétés L£7(C) et L3(C) ne sont pas
irréductible. Pour n = 7 nous avons deux composantes et la variété Lg(C) est la réunion de
hiut composantes irréductibles [1].

3. DEGENERATIONS DANS A7(C)

Soit g une algebre de Lie filiforme de dimension 7 sur C. Alors il existe une base telle que
g =g(, 3,7,0) est donnée par:

La classification est bien connue, voir [13]: Chaque algebre g(«, 3,7,d) est isomorphe a une
algebre suivante:

ga = 9(0707070)7 9B = 9(0707 170)7 dc = 9(070707 _1)7 9p = 9(07 17070)7
g = 9(07 ]-7 170)7 gr = 9(07 ]-707 _1)7 9g = 9(1707070)7
gn =9(1,0,1,0), g;(A) =9(1,0,0,1 = X), A e C, A #1

Nous avons déterminé quelques invariantes de ces algebres. Soit h; = dim H'(g, g) la dimen-
sion de cohomologie adjointe, et A ={A € C| (A —3) (A2 =X +1)=0}:

g (h1?h2ah3>h4a .- '>h7) dlmO(g) g/Z(g)
ga (7.17,25,23,14,7,2) | 36 Jos
. (6,15,23,22,14,7,2) | 37 Fo.
an (6,13,19,20,14,7,2) | 37 do.5
92 (5, 12, 19,20, 14, 7, 2) 38 96,B
gc (5,11,15,15,11,6,2) | 38 6.0
dc (5, 10, 15, 16, 11, 6, 2) 38 ¥6,A
. (4,10,15,15,11,6,2) | 39 .0
g[()\), AeEA (4, 9,15,16,12,7, 2) 39 d6,D
ar (4,9,15,16,11,6,2) 39 do.5
ar(0\), A g A| (4,9,14,15,11,6,2) 39 6.0
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Théoréme 3.1. On peut obtenir toutes les dégénérations dans N7(C) entre les algébres de Lie
filiformes par la composition de dégénérations essentielles suivantes:

ar(A) oz g5 g4
gr(A) g0 g4

9H ga 9B

gr do 9B

gH (1)) [+§>}

gr — 8E

9y — 9D

Les dégénérations par un sous-groupe & un paramétre:

g —des 84, g L = diag(t, 7,547, 13,47, ¢19)
95 —des 80, g | = diag(t, 3,1, 4%, 15,47, 1%)
gE‘ _>deg gB7 gt_l = dlag t7t4a tsa tﬁa t77t87 ?
7

)
)
")
)
)

(
(
( t
OF —daes 00, g7+ = diag(t, 62,63, 14,4745 ¢
Gr —deg Op, g7 L = diag(t, 3,4, 4%, 15 17 ¢
OH —des 9a,  g; | = diag(t, 2,63, 44,65 45 47
(

9H —deg 9B, gt_l - dlag t7t4a t5a tﬁa t7>t87t9
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