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Abstract

Der sogenannte Hauptsatz der Galoistheorie ist ein zentraler Satz der Galoistheorie.
Ublicherweise wird dieser nur fiir endliche Galoiserweiterungen formuliert. Jedoch
bemerkte Dedeking bereits 1902, dass dieser Satz ungiiltig war fiir unendliche
Erweiterungen. 1928 loste Krull das Problem anhand von Topologie. Die vor-
liegende Arbeit beschreibt zunéchst den Hauptsatz in seiner iiblichen Form fiir
endliche Erweiterungen, um anschliefend auch die Verallgemeinerung fiir unendliche
Erweiterungen vorzustellen.
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Kapitel 1

Endliche Galoiserweiterungen

Im folgenden sind die Definitionen und Sétze, falls nicht zitiert, dem Skriptum
” Algebra” von Prof. Dr. D. Burde entnommen (sieche [BU62]).

Um den Hauptsatz der Galoistheorie zunéchst fiir endliche Kérpererweiterungen
zu beschreiben, braucht es offensichtlich ein Versténdis an Galoistheorie. Folgende
Definitionen erklédren wichtige Konzepte der Algebra.

1.1 Korper

Definition 1.1.1. Eine Menge K von Elementen zusammen mit zwei binédren
Verkniipfungen (iiblicherweise durch ”+” und ”-” dargestellt) wird Kérper gennant
wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. K zusammen mit "+ ist eine abelsche Gruppe.
2. K*(=K\{0}) zusammen mit ”-” ist eine abelsche Gruppe.

3. Distributivgesetz: a- (b+c¢)=a-b+a-cund (a+0b)-c=a-c+b-c fiir alle
a,b,ce K

1.1.1 Korpererweiterung

Definition 1.1.2. Sei L ein Korper. Ein Teilkérper K von L ist ein Unterring
von L, so dass K mit jedem Element ungleich Null auch sein multiplikatives
Inverses enthélt. Dann ist K C L selbst ein Korper beziiglich Addition und
Multiplikation von L. Man nennt L eine Korpererweiterung von K und schreibt
L | K. Ein Zwischenkérper der Erweiterung L | K ist ein Teilkérper M von L mit
KCMCL.



Definition 1.1.3. Eine Erweiterung L | K heifit endlich erzeugt, falls es Elemente
aq, ..., € L gibt mit L = K(aq, ..., ;). Sie heifit einfach, wenn es ein « € L gibt
mit L = K(«). Ein solches «, welches nicht eindeutig sein muss, heifit primitives
Element. Der Grad einer Erweiterung L | K ist definiert als [L : K| := dimg(L).
Die Erweiterung heiit endlich, falls [L : K] < oo gilt.

Definition 1.1.4. Seien M, N zwei Zwischenkorper in einer Korpererweiterung
L | K. Dann bezeichnet MN = K(M U N) das Kompositum von M und N in
L|K.

1.2 Endliche Galoistheorie

1.2.1 Galoiserweiterungen und Fixkorper

Definition 1.2.1. Sei L — K eine Korpererweiterung und « € L. Das Element
a heifit algebraisch diiber K, wenn es ein Polynom f € K[X] gibt, mit f # 0 und
f(a) = 0. Andernfalls heit es transzendent iber K.

Definition 1.2.2. Sei K ein Kérper und M | K ein algebraischer Abschluss von
K. Ein Polynom f € K[X] ungleich 0 heifit separabel iiber K, wenn es iiber M in
paarweise verschiedene Linearfaktoren zerféllt, also keine mehrfachen Nullstellen in
M besitzt.

Definition 1.2.3. Eine algebraische Korpererweiterung L | K heifit normal,
wenn fiir jedes @ € L das Minimalpolynom p, € K[X] von « iiber K in L in
Linearfaktoren zerfillt.

Definition 1.2.4. Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G heifit Endomor-
phismus. Ist er bijektiv, so heifit er Automorphismus. Die Automorphismen einer
Gruppe G bilden eine Gruppe unter Komposition, die mit Aut(G) bezeichnet wird.

Definition 1.2.5. Sei L | K eine Korpererweiterung. Die Automorphismengruppe
Aut(L | K) von L | K (in der Kategorie der Kérpererweiterungen iiber K) ist durch
die Gruppe aller Kérperisomorphismen f : L — L gegeben mit f|x = idk.

Definition 1.2.6. Eine Galoiserweiterung L | K ist eine algebraische Kérpererweiterung,
die normal und separabel ist. In diesem Fall bezeichnen wir
Gal(L, K) := Aut(L | K) als die Galoisgruppe der Erweiterung L | K.

Definition 1.2.7. Sei L | K eine Korpererweiterung und G eine Untergruppe von
Aut(L | K). Dann ist

LY ={a€ L|o(a)=a fiir alle 0 € G}



ein Zwischenkorper von L | K. Er heifit Fizkdrper von G.

Satz 1. Sei L | K eine Korpererweiterung und G eine endliche Untergruppe von
Aut(L | K). Dann ist L | LY eine Galoiserweiterung mit

[L: L¢] =G,
Gal(L,L¢) = G

Satz 2. Sei L | K eine Galoiserweiterung, dann gilt fir jedes o € L, dass die
Nullstellen des Minimalpolynoms tiber K Elemente von {o(a) : 0 € Gal(L, K)}
sind.

1.2.2 Hauptsatz der Galoistheorie

Die Menge aller Untergruppen einer Gruppe G wird im folgenden mit U(G) be-
zeichnet. Die Menge aller Zwischenkorper einer Korpererweiterung L | K wird im
folgenden mit Z(L, K) oder Z(L | K) bezeichnet.

Theorem 1. Es sei L | K eine endliche Galoiserweiterung und G = Gal(L, K).
Dann sind die Abbildungen

Z(L,K) = U(G), M — Gal(L, M)
U(G) — Z(L | K),H — L

zueinander inverse Bijektionen. Sei M ein Zwischenkdrper von L | K. Dann
ist die Korpererweiterung M | K genau dann normal, wenn Gal(L, M) ein Nor-
malteiler in Gal(L, K) ist. In diesem Fall ist

Gal(L, K)/Gal(L, M) — Gal(M, K), [0] — o|u

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Sei H C G eine Untergruppe. Da G endlich, ist auch H endlich. Dann ist
L ein Zwischenkérper von L | K und Satz [|liefert Gal(L, L) = H. Sei umgekehrt
M ein Zwischenkérper von L | K. Dann ist L | M eine endliche Galoiserweiterung
und wir wissen, dass M = LM gilt. Fiir die zweite Aussage, sei M | K normal.
Dann ist die Abbildung

m:Gal(L,K) — Gal(M,K), 0 — oy

nach dem Konjugationsprinzip ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus mit
im(m) = Gal(M, K). Sein Kern ist



ker(m) ={o € Gal(L,K) : 0|y = idpy } = Gal(L, M).

Also ist Gal(L, M) ein Normalteiler in Gal(L, K') und die Behauptung folgt aus dem
Homomorphiesatz. Sei umgekehrt H ein Normalteiler in Gal(L, K) und o € M. Wir
miissen zeigen, dass M | K normal ist. Da L | K eine normale Korpererweiterung
ist, zerfallt p, x tiber L in Linearfaktoren und es geniigt zu zeigen, dass jede
Nullstelle von g, x in L bereits in M liegt. Sei also 8 € L eine Nullstelle von
o i - Durch mehrfache Anwendung des Konjugationsprinzips erhalten wir einen
Kérperisomorphismus ¢ € Gal(L, K) mit o(a) = . Da H ein Normalteiler in
Gal(L,K) ist, gilt H =0Ho™'. Wegen (co70071)(8) = (co7)(a) =0(a) =8
fiir alle 7 € H C Gal(L, L"), gilt § € L7 = L Nach dem ersten Teil ist also
pe L =M. O

Beispiel 1.2.1. Sei f(z) = z* — 2. Um die zugehérige Galoiserweiterung zu finden,
findet man zuniachst die vier Wurzeln = € {:i:w, :I:z{‘/?} Die Galoiserweiterung
ist also zum Beispiel Q(v/2,7) | Q. Der Grad der Erweiterung ist 8, weil das
Minimalpolynom von v/2 Grad 4 hat und das Minimalpolynom von i Grad 2 hat.
Nach der Gradregel gilt [Q(v/2,4) : Q] = [Q(+/2,4) : Q(i)] - [Q(i) : Q] =4 -2 = 8.
Also |Gal(L, K)| = 8 mit K = Q und L = Q(~+/2,4). Da Gal(L, K) < S, gelten
muss und Sy drei Untergruppen der Ordnung 8 hat, muss Gal(L, K) eine von
den folgenden drei Gruppen sein: ((1234), (13)), ((1243), (14)) oder ((1324), (12)).
Da diese drei Gruppen jedoch isomorph zu Dy sind gilt: Gal(L,K) = D, =
{1, ¢, ¢%, ¢34, i, %1, >} mit Relationen ¢* = 1,942 = 1, ¢ = 1¢3. (Hierbei
entspricht ¢ einer Multiplikation von v/2 mit i und v entspricht einer Vertauschung
von ¢ und —i). Dies ist die Diedergruppe, welche eine nicht-zyklische Gruppe ist.

Nun wollen wir uns mit den Untergruppen von D, befassen. Dazu braucht man
folgenden Satz:

Satz 3. [CO/ Jede Untergruppe von D, ist entweder zyklisch oder selbst eine
Diedergruppe. Eine komplette Auflistung der Untergruppen ist wie folgt:

1. {r?) wobei d | n mit Index 2d, (zyklische Gruppe)
2. (rd,risy wobei d | n und 0 < d <i—1 mit Index d (Diedergrppe).

Wie findet man nun die Untergruppen von D,? Zunéchst weiss man, dass D4 nur
Untergruppen der Ordnung 1,2,4 und 8 besitzt. Die Gruppen der Ordnung 1 und
8 sind trivial. Die Untergruppen der Ordnung 2 miissen folgende Form haben:
{1,x} wobei x ein Element der Ordnung 2 ist. Die Elemente der Ordnung 2 sind:
o, §3, &%, 1), ¢*1p. Somit haben wir alle Untergruppen der Ordnung 2 gefunden.
Zu den Untergruppen der Ordnung 4: Falls ¢ in zu einer Untergruppe gehort, so



muss auch ¢? und ¢* dazugehoren, also hat man die Untergruppe {1, ¢, ¢*, ¢°}.
Falls nun ¢ nicht in der Untergruppe ist, so ist auch das inverse Element ¢~ = ¢3
nicht in der Untergruppe. Falls ¢ in der Untergruppe ist, diirfen ¢ und ¢3¢ nicht
drin sein, denn sonst wére auch ¢ drin, und das haben wir ausgeschlossen. Das
lisst uns nur noch mit den Méglichkeiten {1, $?, 1, ¢*} und {1, ¢?, ¢, ¢31}.
Nun koénnen wir alle Untergruppen von D, in ein Hasse-Diagramm eintragen:

e

{1,¢* ¥, ¢*v} {1,¢% ¢, ¢*v} {1,0,¢° ¢’}

{1, 00} {1,¢°0} {1,¢%} {1, v} {1, 0%}

\{1}

Beachte, dass {1, ¢, ¢?, ¢*} = Zy, {1, ¢, v, 9?1} = Zy X Zy und auch
{1, 02, ¢, 3} = Zy X Zsy. Ausserdem sind alle im Diagramm enthaltene zweiele-
mentigen Mengen isomorph zu Zs. Beachte hierbei wiederum, dass die kleinsche
Vierergruppe Zy X Zs isomorph zu der Diedergruppe D ist. Da Zy und Z,4 beide
zyklisch sind entspricht das Resultat der Aussage von Satz [3]

Zu jeder Untergruppe ist es nun leicht, einen Fixkorper zu finden. Hierbei kann
man die Automorphismen auf alle Nullstellen wirken lassen. Die Fixkorper sind
dann Q, adjungiert mit jenen Elementen, die festgelassen werden. Zum Beispiel:
L% mit L = Q(v/2,4) und Hy = {1,¢*}. ¢ entspricht der Multiplikation von
v/2 mit —1. Abgesehen von i ist das einzige Element, welches festgelassen wird
V2, weil ¢*(v2) = ¢*((v2)?) = (—v/2)? = v/2. Der zugehorige Fixkorper ist also
Q(+/2,1). Die restlichen Fixkorper kann man auf dhnliche Weise finden und auch
in ein Hasse-Diagramm eintragen:



Q(iv2) Q(v2) Q)

T I s

Q((1 —i)v2) Q1 +1)v2) Qi v2) Q(v2) Qiv2)

Beachte hierbei, dass Q(v/2) 22 Q(iv/2) und Q((1 +i)v/2) = Q((1 —1)v/2).




Kapitel 2

Unendliche Galoistheorie

Fiir unendlich-dimensionale Korpererweiterungen muss der Begriff Galoissch neu
definiert werden, dazu folgender Satz:

Satz 4. [CO2/ Fiir eine algebraische Korpererweiterung L | K sind die folgenden
Figenschaften dquivalent:

1. L=\, L; mit L; | K endliche Galoiserweiterung fir jedes i.

2. L ist der Zerfdllungskdrper iber K von einer Menge von separablen Polynomen
in K[X].

3. LAEE) = K.
4. L | K ist separabel und normal.

Fine Erweiterung die diese Eigenschaften erfillt wird Galoissch genannt.

Satz 5. Fualls L | K eine unendliche Galoiserweiterung ist, dann ist Gal(L, K)
eine unendliche Gruppe.

Der Hauptsatz der Galoistheorie gilt nur fiir endliche Galoiserweiterungen und
versagt bei unendlichen Galoiserweiterungen, wie im folgenden Beispiel:

Beispiel 2.0.1. Sei K = F, und F := |J,,»; Fp» ein algebraischer Abschluss von F,,.
Sei L = F. Die Erweiterung F | F, ist Galoissch mit Galoisgruppe G = Gal(L, K).
Sei H die Untergruppe von G, die von dem Frobeniusautomorphismus ¢ : o« — o®
erzeugt wird.

Satz 6. Es gilt L = LY = K mit H # G. Also gibt es zwei verschiedene
Untergruppen von G mit dem gleichen Fizkorper, d.h., der Hauptsatz gilt nicht fiir
die Galoiserweiterung IF | F,,.



Beweis. Offensichtlich gilt LY = K, mit L = F und K = F,. Sei z € L. Dann
ist ¢(x) = =z, also ist x eine Nullstelle von X? — X € K[X]. Alle Elemente
von K sind Nullstellen dieses Polynoms. Da K ein Korper ist, kann es nicht
mehr als p Nullstellen geben. Also ist # € K und es gilt L = K. Nun wollen
wir zeigen, dass H eine echte Untergruppe von G ist. Dazu geniigt es, ein 7 €
Gal(L, K) zu konstruieren, dass keine Potenz von ¢ ist. Das erreichen wir mit der
Konstruktion eines unendlichen Zwischenkorpers M mit K € M C L. Man wihle
ein 7 € Gal(L, M) mit 7 # id. Das macht Sinn, weil auch L | M Galoissch ist.
Angenommen, es wire H = (. Dann hétten wir 7 = ¢" fiir ein n > 1. Wir kénnen 7
durch 77! ersetzen, falls nétig. Dann stabilisiert ¢™ den Kérper M elementweise und
M ist im Fixkorper von ¢" enthalten, d.h. M C F,» . Das ist aber ein Widerspruch,
da M unendlich ist. Also gilt H # G. Um den Beweis zu vollenden, miissen wir
also einen solchen unendlichen Korper M finden. Eine mogliche Wahl ist durch
M =, o Fp2r gegeben. Offensichtlich ist M unendlich und in L enthalten. Wir
zeigen, dass M # L gilt. Sei C' eine kubische Korpererweiterung von K = [, also
mit [C : F,] = 3. Deshalb gibt es ein aw € L mit C' = F,(«). Angenommen, es gilt

a € M. Dann gilt a € F2» fiir ein n und
2" = [Fon : F)| = [Fpon : C]- [C: T,

das ist ein Widerspruch zu 3 1 2", und wir sind fertig. ]

p p

Das hier auftretende Problem ist, dass man zwar noch immer zu jedem Zwi-
schenkorper einer unendlichen Erweiterung eine Untergruppe und zu jeder Unter-
gruppe einen Zwischenkorper assoziieren kann, aber diese Korrespondenz ist im
Allgemeinen keine Bijektion mehr.

2.1 Topologie

Um den Hauptsatz der Galoistheorie an unendliche Galoiserweiterungen anzupassen,
muss man diesen ein wenig modifizieren. Dies geschieht mit Hilfe der sogenannten
Krulltopologie.

Zur Erinnerung, zunéchst folgende Definition:

Definition 2.1.1. Ein Raum X mit Teilmenge 7 C P(X) heifit ein topologischer
Raum, falls folgende Eigenschaften gelten:

e . XerT
e beliebige Vereinigungen von Mengen aus 7 gehoren zu 7.

e endliche Durchschnitte von Mengen aus 7 gehoren zu 7 .



2.1.1 Topologische Gruppen

Definition 2.1.2. Eine Menge G zusammen mit einer Gruppenstruktur und einer
Topologie heifit topologische Gruppe, falls die Abbildungen

(g,h) = gh,G x G — G,
g—g'.G—G

beide stetig sind. Hierbei ist G x G mit der Produkt-Topologie versehen.
Beispiel 2.1.1. Einige Beispiele fiir topologische Gruppen:

e Eine beliebige Gruppe G zusammen mit der diskreten Topologie ist eine
topologische Gruppe.

e (R" +) zusammen mit der euklidischen Topologie ist eine topologische Grup-
pe.

e Die Menge aller reellen invertierbaren n x n-Matrizen GL(n,R) wird zu
einer topologischen Gruppe wenn man die Menge als Untergruppe von R™
betrachtet und die Topologie iibernimmt.

e Eine Galoisgruppe zusammen mit der Krulltopologie (siche unten) ist eine
topologische Gruppe.

2.1.2 Krulltopologie

Definition 2.1.3. [CO2] Sei 0 € Gal(L, K) mit [L : K] nicht notwendigerweise
endlich. Eine offene Menge um o ist eine Nebenklasse cGal(L, F)) mit F | K
endliche Korpererweiterung. Eine nichtleere Untermenge U von Gal(L, K) ist offen,
falls jedes Element von U in einer solchen Nebenklasse in U enthalten ist, also

Vo € U,0Gal(L, F) C U mit F' | K endliche Erweiterung.

Satz 7. Die oben beschriebenen offenen Mengen, zusammen mit der leeren Menge,
bilden eine Topologie auf Gal(L | K).

Beweis. Eine nichtleere offene Menge in Gal(L, K) ist eine Vereinigung von Neben-
klassen 0;Gal(L, F;). Eine Vereinigung von offenen Mengen ist eine Vereinigung von
einer Vereinigung von solchen Nebenklassen, welche wiederum eine Vereinigung von
Nebenklassen ist. Daher ist eine Vereinigung von offenen Mengen auch offen. Seien
Uy, ..., U, endlich viele offene Mengen. Wir wollen zeigen, dass Uy N ---NU, =: U
auch offen ist. Wir kénnen annehmen, dass U nicht leer ist. Sei o € U. Da jedes
U; offen ist und o enthilt, gibt es endliche Erweiterungen Fi, ..., F;, von K, sodass
oGal(L, F;) C U;. Das Korperkompositum F' := Fj - - - F,, ist eine endliche Erweite-
rung von K, welches jedes F; enthélt. Also Gal(L, F') C Gal(L, F;) firi € {1,...,n}.
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Daher ist cGal(L, F) C U; fir ¢ € {1, ...,n}. Also 0Gal(L,F) C (., U;. Wir ha-
ben gezeigt, dass jedes Element aus (), U; in einer offenen Menge aus U enthalten
ist, daher ist U offen. O

Die hier beschriebene Topologie wird Krulltopologie genannt.

Satz 8. Sei L | K Galoiserweiterung und E ein Zwischenkorper. Dann entspricht
die Teilraumtopologie auf Gal(L,E) als Untermenge von Gal(L,K) genau der
Krulltopologie auf Gal(L, E).

2.2 Unendliche Galoistheorie

2.2.1 Hauptsatz der Galoistheorie (allgemeiner Fall)

Sei im folgenden U(G) die Menge aller abgeschlossenen Untergruppen einer Gruppe
G und Z(L | K) die Menge aller Zwischenkorper einer Erweiterung L | K.

Theorem 2. Sei L | K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L, K),
ausgestattet mit der Krulltopologie. Dann sind die Abbildungen

Z(L,K) — U(G), M — Gal(L, M)
UG)— Z(L| K),Hw— L7

zueinander inverse Bijektionen. Es gelten folgende Aussagen.

1. Die Korrespondenz ist inklusionsumkehrend, d.h., es gilt Hi D Hy <=
L c L2,

2. Eine abgeschlossene Untergruppe H von G ist genau dann offen, wenn LY
endlichen Grad diber K hat. Dann gilt (G : H) = [L" : K].

3. Die Untergruppe c Ho™1 korrespondiert zu dem Zwischenkérper o(M), d.h.,
es gilt L7 = o(L") und Gal(L,o(M)) = oGal(L | M)o™".

4. Eine abgeschlossene Untergruppe H von G ist genau dann Normalteiler in G,
wenn L7 | K Galoissch ist. Dann gilt Gal(L¥ | K) =2 G/H.

Beweis. Die Aussagen sind klar bis auf einige topologische Argumente. Fiir (2)
beachte man, dass jede abgeschlossene Untergruppe von endlichem Index in einer
topologischen Gruppe auch offen ist. Da G kompakt ist, ist umgekehrt auch jede
offene Untergruppe von G immer von endlichem Index. Sei H eine solche Unter-
gruppe von G. Dann induziert die Abbildung o — |, = eine Bijektion

10



G/H — Homg(L", L) und es folgt (G : H) = [L : K]. Zu (4) sei M in Korre-
spondez zu H. Aus (3) folgt, dass H genau dann Normalteiler ist, wenn M invariant
unter der G-Aktion ist. Aber das gilt genau dann, wenn M eine Vereinigung von
endlichen Erweiterungen von K ist, invariant unter G, d.h. eine Vereinigung von
endlichen Galoiserweiterungen. Aber eine Erweiterung ist Galoissch genau dann,
wenn sie eine Vereinigung von endlichen Galoiserweiterungen ist. [

Folgender Satz zeigt, wie man offene und abgeschlossene sowie normale Untergrup-
pen charakterisieren kann.

Satz 9. Sei L | K Galoiserweiterung

1. Die abgeschlossenen Untergruppen von Gal(L,K) sind Gal(L,E) mit E
Zwischenkérper von L | K.

2. Die offenen Untergruppen von Gal(L, K) sind Gal(L, F) mit F | K endliche
Erweiterung.

3. Die abgeschlossenen normalen Untergruppen von Gal(L, K) sind Gal(L, E)
mit E'| K Galoiserweiterung. Aquivalent dazu ist eine abgeschlossene Unter-
gruppe H von Gal(L, K) genau dann normal, wenn L7 | K Galoiserweiterung
15t.

4. Die offenen normalen Untergruppen von Gal(L, K) sind Gal(L, F') mit F' | K
endliche Galoiserweiterung. Aquivalent dazu ist eine offene Untergruppe H
von Gal(L, K) genau dann normal, wenn LY | K endliche Galoiserweiterung
15t.

Fortsetzung von Beispiel Jetzt ist es moglich, das am Anfang gestellte
Problem zu l6sen. Um die Galoisgruppe von F | F, zu finden, beschreiben wir
zunéchst eine Topologie auf (Z, +). Eine offene Umgebungsbasis von m € Z ist
gegeben durch (m + nZ),en+. Also fiir eine offene Umgebung U von my € Z gilt
U C my+nZ fiir mindestens ein n € N*. Falls ein my nahe an my liegt, also my € U
folgt, ms € my +nZ <= n teilt m; — my. Damit ist Z eine topologische Gruppe,
die man vervollstdndigen kann. Definiere dafiir eine Cauchyfolge (a;);c; mit a; € Z
fir die gilt: Vn > 1,9dN,Vi,j > N : a;, = a; mod n. Man nennt eine Cauchyfolge
trivial falls Vn > 1,4N,Vi > N : a; =0 mod n, also a; — 0 wenn i — oo.

Sei nun C' die Gruppe aller Cauchyfolgen und 7" die Gruppe aller trivialen Cauchy-
folgen. T bildet eine Untergruppe von C. Definiere folgende Quotientengruppe:

Z=CJT

Dies fithrt uns nun zum Resultat des Problems:
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Satz 10. Se:i F ein algebraischer Abschluss von IF,. Dann ist die Galoisgruppe von
F | F, gegeben durch:

Gal(F,F,) 2 Z =[] Z,
peP

Beweis. Sei a € Z durch die Cauchyfolge (a;) representiert, G = Gal(F,F,) und
o € G. Dann hat die Einschrénkung ¢ von o auf F,» die Ordnung n. Also ist 6%
unabhéngig von ¢ fiir geniigend grofles ¢ und wir kénnen ¢® durch

o, = 0%

fiir alle n und alle ¢ > ng, abhéngig von n, definieren. Damit erhalten wir eine
Abbildung

7 — Gal(F,F)),a — o

die offensichtlich ein Isomorphismus ist. O

Beispiel 2.2.1. [CO2] Weitere Beispiele fiir unendliche Kérpererweiterungen sind:
e Q|Q
o Q(¢p) | Q, mit Q(Gpee) = U,ny Q(Gpr) und G = 2™/7" die p"-te Einheits-

wurzel.

e Q(vV=1,v2,V3,/5,V7,...) | Q, also das Korperkompositum aller quadrati-
schen Zahlenkorper.

Diese drei Korpererweiterungen sind Galoiserweiterungen. Fiir das zweite und
dritte Beispiel ist dies leicht zu sehen. Um zu zeigen, dass Q | Q galoissch ist,
benutzte die Definition LA(HK) = K mit L = Q und K = Q. Man muss also
zu jedem Element ¢ € Q\Q einen K-Automorphismus o, finden mit o,(q) # q.
Jedes Element ¢ hat aber ein Minimalpolynom mit Grad > 2, da jedes Element
mit Minimalpolynom vom Grad 1 iiber Q Element von Q ist. Nun ist Q aber
volkommen, also jede Erweiterung ist separabel. Zu jedem Element ¢ € Q\Q gibt
es also ein Element r € Q, welches Nullstelle des gleichen Minimalpolynoms wie
q ist. Verwende nun den Fakt, dass es zu zwei verschiedenen Nullstellen ¢, r des
gleichen Minimalpolynoms einen Q-Homomorphismus o : Q — Q gibt mit o(q) = r.
Das ist also der gesuchte Automorphismus und somit ist die Aussage bewiesen.

Nun kann man die Galoisgruppen zu den Beispielen finden. Zunéchst Gal(Q((p ), Q):

Dafiir zeigen wir, dass Gal(Q((n), Q) = (Z/p"Z)*.
Sei also ¢ € Gal(Q(¢,),Q) <= (F ist primitiv <= ggt(k,n) = 1 <=
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k € (Z/nZ)*. Also gilt Gal(Q((,), Q) = (Z/nZ)*. Nun fiir n,m € N* mit n | m

kommutiert folgendes Diagramm:

(Z/mZ)" — Gal(Q(¢n), Q)

| |

(Z/nZ)" — Gal(Q(¢), Q)

Folglich gilt die Isomorphie L(Z/nZ) @Gal(@((n),(@) und daher auch
L(Z/p"Z)* = &nGal( (¢n), Q). Nun ist fiir eine aufsteigende Kette von Ga-

loiserweiterungen (F})ie; in K von K folgende Abbildung ein Isomorphismus von
topologischen Gruppen:
Gal(U,e; Fis K) — lim Gal(F;, K). Daraus folgt dann schlieBlich L(Z/p”Z) =

lim Gal(Q(Gr). Q) = Gal(Q(G), Q).

Nun zum dritten Beispiel. Dafiir sei L = Q(v/—1,v/2,v/3,v/5,...) und K = Q.
Sei weiters ¢y = —1 und q; die i-te Primzahl. Ky = K und K, 1 = K,(\/an).
Schlussendlich sei M,, = {\/aq, ..., \/an}.

Des Weiteren ist {1,,/G,41} eine Basis von K, iiber K,. Also ist die Galois-
gruppe von K, iiber K,, gleich {+1} = Zj (multiplikative Schreibweise), denn
| K i1 K| = 2. Die dazugehorige Erweiterung ist normal, da jede Erweiterung vom
Grad 2 normal ist. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie, ist Gal(K, 1, K,) ein
Normalteiler von Gal(K,+1, Ko) und Gal(K, 11, Ko)/Gal(K, 41, K,,) ist isomorph
zu Gal(K,, Ky). Es gilt sogar Gal(K,+1, Ko) = Gal(Ky41, K,) X Gal(K,,, Kyp). In-
duktiv kann dann gezeigt werden, dass Gal(K,, Ky) = {£1}" gilt. Daraus folgt
dann, dass Gal(L, K) = [[{x1} ist.

Diese Erweiterung hat jedoch die Eigenschaft, dass die Anzahl der Untergrup-
pen von Gal(L, K) nicht mit den Zwischenkorper der Erweiterung iibereinstimmt.
Definiere dafiir fiir jede Teilmenge X von P U {—1} die Menge G, mit

G — Zy fallspe X
P71 1  sonst '
Somit gilt, dass HpGIP’U{—l} G eine Untergruppe von HpE]P’U{—l} Z3 ist. Die Menge
der Untergruppen hat die gleiche Kardinalitdt wie P(IP), welche iiberabzéhlbar
ist. Da HpEPU (-1} Zj iberabzéhlbar viele Untergruppen hat, ist die Gruppe selbst
iberabzdhlbar. Gal(L, K) hat also iiberabziahlbar viele Untergruppen der Ord-
nung 2. Jedoch hat L | K nur abzdhlbar viele Zwischenkorper mit Grad 2. Die
Kardinalitdten stimmen also nicht {iberein.
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Bemerkung: Die absolute Galoisgruppe Gal(Q, Q) ist bisher unbekannt. Sie
und ihre Untergruppen zu finden ist eines der groflen Ziele der Zahlentheorie.
Wenn man die Gruppe Gal(Q, Q) versteht, dann auch viele endliche Galois-
gruppen, die man von Gal(Q, Q) ableiten kann. In diesem Kontext gibt es die
sogenannten dessins d’enfants welche Werkzeuge zur Studie von Riemann-
schen Flachen sind und genutzt werden um kombinatorische Invarianten fiir
die Operationen auf Gal(Q, Q) zu liefern.

2.2.2 Pro-endliche Gruppe und Limes

Definition 2.2.1. Eine Familie (G;, 7;;) heifit projektives System, falls i Element
einer gerichteten Menge (7, <) ist und die Abbildung 7;; : G; — G; mit i < j
folgende Eigenschaften erfiillt:

1. VZEITFZZ:Zd
2. Vi< j<k:mjomy = T

Definition 2.2.2. Fiir ein projektives System (G, 7;;) definiert man den projektiven
Limes durch:

Wm G = {(gi)ier € [ Gi | mi(g;) = g; wann immer i < j}
iel
@ G; ist als Untergruppe von [ G; wieder eine Gruppe. Des Weiteren kann man
i€l
@Gi mit einer Topologie versehen, um es zu einer topologischen Gruppe zu
machen.

Definition 2.2.3. Eine topologische Gruppe, die isomorph zu einem projektiven
Limes endlicher Gruppe ist, heifit pro-endliche Gruppe.

Satz 11. Sei G eine topologische Gruppe. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

1. G st eine pro-endliche Gruppe.

2. G ist eine kompakte, Hausdorffsche, und total unzusammenhdngende Gruppe.
Beispiel 2.2.2. Einige Beispiele zu pro-endlichen Gruppen:

e Jede endliche Gruppe mit der diskreten Topologie ist pro-endlich.

e Jede Galoisgruppe mit der Krulltopologie ist pro-endlich.
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Der projektive Limes ist ein praktisches Mittel, um Galoisgruppen zu bestimmen,
es gilt ndmlich folgendes:

Betrachte die (nicht notwendigerweise endliche) Erweiterung L | K und sei
(Z(L, K), C) die (partiell geordnete) Menge ihrer Zwischenkorper F;, sodass F; | K
eine endliche Galoiserweiterung ist. (Z(L, K), C) ist des Weiteren eine gerichtete
Menge, da das Kompositum zweier Zwischenkoérper wiederum eine Galoiserweite-
rung ist. Betrachte nun fiir £ D F; folgende Abbildung:

mji » Gal(Fj, K) — Gal(F;, K)
Nun koénnen wir den projektiven Limes definieren:
Gal(L,K) = @Gal(ﬂ, K)
Somit haben wir Gal(L, K) mit der pro-endlichen Topologie ausgestattet.
Definition 2.2.4. Sei G eine Gruppe. Die pro-endliche Vervollstindigung von G
ist die pro-endliche Gruppe G, die durch G = lgnG /N definiert wird, wobei N die

Normalteiler von endlichem Index in G durchlduft, nach Inklusion geordnet, und
zusammen mit den natiirlichen Abbildungen 7;;.

Beispiel 2.2.3. Die zuvor bestimmte Galoisgruppe von F | I, ist die pro-endliche
Vervollstandigung von der Gruppe Z, also:

Z=1imZ/nZ
Definition 2.2.5. Ein perfekter Kérper, oder auch vollkommener Kérper, ist ein
Korper K in dessen Zerfiallungskorper keine Mehrfachnullstellen auftreten, also ist
jedes irreduzible Polynom separabel.

Dies ist dquivalent zur Eigenschaft, dass jede algebraische (oder endliche) Erweite-
rung von K separabel ist.

Definition 2.2.6. [WP1] Ist L | K eine separable Korpererweiterung, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

e Jedes nicht-konstante separable Polynom in L[X] zerfillt vollstindig in Line-
arfaktoren.

e Ist C ein algebraischer Abschluss von K und ist L eingebettet in C', dann ist
die Erweiterung C' | L rein inseparabel.

Zu jedem Korper K gibt es einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Korper
L mit den obigen Eigenschaften. Er wird auch mit K*? bezeichnet und heifit
separabler Abschluss von K.

Definition 2.2.7. Ein absolute Galoisgruppe G'x von einem Koérper K ist die zum
separablen Abschluss K*% | K gehorende Galoisgruppe.
Fiir einen perfekten Korper K gilt demnach G = Gal(K, K).

Beispiel 2.2.4. Es gilt Gy, = @Z/nZ
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Anhang A

p-adische Zahlen

Folgendes Kapitel basiert auf dem Artikel von www.matheplanet.com (Siehe
[MM1]) und An introduction to the p-adic numbers von A.Pomerantz (Siehe
[PO1)).

In vielen Beispielen zur Galoistheorie treten die sogenannten p-adischen Zahlen
auf. Daher ist es angebracht, sie ndher zu betrachten.

A.0.1 p-adische Entwicklung
Jedes Polynom P(X) besitzt eine Summendarstellung:

P(X) =", ai(r — )’

mit a; € C und o € C fest.
Nach der gleichen Idee lésst sich auch jede ganze Zahl f in Basis p schreiben:

f=3 ap'
wobei p € P, a; € Z und 0 < a; < p.

Definition A.0.1. Schreibt man eine Zahl f € 7Z als Summe, wie oben, so spricht
man von einer p-adischen Entwicklung.

Satz 12. Jede natiirliche Zahl f € N besitzt eine p-adische Entwicklung, mit
Koeffizienten a; € {0,1,...,p — 1}. Diese Entwicklung ist eindeutig und endlich.
Schreibweise: f = ag, ajas...a,(p)

Beispiel A.0.1. 247 = 2,31(13)
Also 2+3-13+1-132 =247

Um rationale Zahlen p-adisch entwickeln zu kénnen, braucht man eine unendlich
Summe. Dies bringt uns zu folgendem Kapitel:
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A.0.2 p-adische Zahlen

Definition A.0.2. Eine ganze p-adische Zahl ist eine formale unendliche Reihe
Yoo aip' mit 0 < a; < p fiir alle i. Eine p-adische Zahl ist eine formale unendliche
Reihe ¢ a;p' mit m € Z und 0 < a; < p fiir alle 1.

i=—m

Die Menge aller ganzen p-adischen Zahlen ist {iberabzéhlbar und wird mit 7Z,
bezeichnet.
Die Menge aller p-adischen Zahlen wird mit @Q, bezeichnet.

Satz 13. Fir die Restklassen a mod p™ € Z/p"7Z existiert eine eindeutige Dar-
stellung

a= Z?:_ol a;p" mod p"
mit 0 < a; < p fir alle i.

Beweis. Der Beweis erfolt per vollstdndige Induktion: Fiir n = 1 ist die Darstellung
offensichtlich. Gelte nun die Behauptung fiir n — 1:

a=Y""2ap mod p!
Dies ist gleichbedeutend mit
n—1 i n—
a=3 "y ap +gp

mit g € Z. Falls nun ¢ = a,,_; mod p mit 0 < a,_; < p, dann ist a,_; eindeutig
bestimmt und g = a,,_1 + kp mit k£ € Z. Nun lésst sich die a umschreiben als

o=, az'lpi + (an—1 + kp)p"
= a= Y o ap+ Qo p" Tt + kp”

Hiermit ist nun die Kongruenz im Satz gezeigt. O

Nun lassen sich die p-adischen Zahlen auch algebraisch, {iber den projektiven Limes,
konstruieren. Dazu folgender Satz, welcher direkt aus Satz 13 folgt:

Satz 14. Die Abbildung

Z, — im Z,/p"Z
f = Z?io aipl = (gn)nEN

mit 5, = Z;:ol a;p" mod p" € Z/p"Z ist eine Bijektion.

Q, ist der Quotientenkérper von Z,,.
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Beispiel A.0.2. Das vorherige Beispiel: 247=2,31(13) lésst sich in 1'&12/13”2
schreiben als (0, 78,247,247, ...),
weil (247 mod 13,247 mod 13%,247 mod 133,...) = (0, 78,247,247, ...)

Z 335 =1,10001(2) € Z,
= (1,3,3,3,3,35,35,...) € lim Z,/2"Z

Man kann die p-adischen Zahlen und die Mengen Z, und Q, auch analytisch
definieren. Dazu zunéchst folgende Definitionen:

Definition A.0.3. Die p-adische Bewertung auf Q ist definiert als Funktion
v, Q = ZU{oo}. Sei x € Q mit x # 0. Falls x € Z, sei v,(x) die eindeutige ganze
positive Zahl, welche

x = p»®@z mit pta’

erfiillt. Fiir alle z € Q mit x # 0 lésst sich x schreiben als x = § mit a,b € Z.
Definiere nun v,(z) = v,(a) — v,(b) und v,(0) = +o0.

Definition A.0.4. Definiere den p-adischen Betrag als Funktion |- |, : Q — R4
mit

p~ @) wenn x # 0
|z, = _
0 wenn x = 0.

Der p-adische Betrag induziert die p-adische Metrik d,,.

Satz 15. Sei K ein Kdrper mit Betragsfunktions |-|. Dann ezistiert ein vollstindiger
Korper K’ (i.e. jede Cauchyfolge konvergiert) mit Betragsfunktion |-|" welcher K er-
weitert. Die Vervollstandigung K' ist, bis auf Isomorphismus, eindeutig. Ausserdem
ist | - | die Einschrankung von |- | auf K. Schlussendlich liegt K dicht in K'.

Definition A.0.5. Der Kérper der p-adischen Zahlen Q, ist definiert als die
Vervollstdndigung von QQ beziiglich der p-adischen Metrik. Satz 15 gibt die Existenz
und Eindeutigkeit einer solchen Vervollsténdigung.

Definition A.0.6. Der Korper der ganzen p-adischen Zahlen 7, ist definiert wie
folgt:

Zy={r € Q| [, <1}

Z,, ist die Vervollstandigung von Z beziiglich der p-adischen Metrik.
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