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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit spannt den Bogen von Euklids Beweis iiber die Existenz von
unendlich vielen Primzahlen (als Teilmenge der natiirlichen Zahlen) bis hin zu Vermu-
tungen {iber die Existenz von Primidealen in Zahlkorpern.

Zunéchst wird der Beweis von Euklid noch einmal wiederholt und ein allgemeines
Prinzip herausgeschilt, das sich auf Primzahlen bestimmter Form anwenden lasst.
Dabei werden auch die Grenzen des Prinzips dieses , Euklidischen Beweises” aufgezeigt
und ein Kriterium von Murty und Thayn formuliert, warum dieses etwa auf Primzahlen
der Form 4n 4 3 angewandt werden kann, aber bei der Folge 5n 4 2 versagt.

Lejeune Dirichlet gelang es bereits 1837 einen vollstindigen Beweis fiir alle arithme-
tischen Progressionen mit teilerfremden Parametern zu geben. Der Zugang, den er
gewdhlt hat, wird in Kapitel 3 mit der Einfithrung von Dirichlet-Charakteren, L-Reihen
und weiterer Funktionen sowie fiir den Beweis notiger Resultate vorbereitet. Der Beweis
wird schliefllich in Kapitel in einer moderneren Version von Shapiro aus dem Jahr 1950
gefiihrt, der ein Resultat von Franz Mertens verwendet, das zu Dirichlets Lebzeiten
noch nicht bekannt war. Dieses wird ebenfall in Kapitel 3 gezeigt.

Der bewiesene Satz von Dirichlet ist, wenn man so will, ein Spezialfall in zwei Richtun-
gen. Zundchst behandelt er nur lineare Progressionen. Mit der Verallgemeinerung auf
polynomiale Progressionen und der damit verbundenen Vermutung von Bunyakowsky
beschiftigt sich der erste Teil des letzten Kapitels. Der zweite Teil von Kapitel 5 behan-
delt die Erweiterung des Primzahlbegriffs auf Primideale in Zahlkdrpern sowie die
Verbindung zum Dichtigkeitssatz von Tschebotareff. Dabei wird aber nur ein kurzer
Uberblick gegeben, da das Hauptaugenmerk auf den Satz von Dirichlet gerichtet ist
und alles weitere den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde.



2 Die Unendlichkeit der Primzahlen und
Euklidische Beweise

Bereits Euklid konnte etwa 300 v. Chr. zeigen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
Genauer formulierte und bewies er in seinem beriihmten Werk Die Elemente folgenden
Satz:

Satz 2.1. Es gibt mehr Primzahlen als jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen.

Beweis. Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen py, po, ..., ps. Bildet man
die Zahl N := pyps...pn + 1, ist offensichtlich, dass p; { N, da p; 11 Vi € {1, .., n}. Also
ist N entweder selbst prim oder aus Primzahlen zusammengesetzt, die nicht zu den p;
gehoren. O

Auf dhnliche Weise lasst sich auch die Unendlichkeit von Primzahlen von bestimmter
Gestalt bestimmen, wenn man die Zahl N anpasst; so gilt etwa

Satz 2.2. Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4n + 3.

Beweis. Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen der Gestalt 41 + 3. Man
betrachtet die Zahl N := 4(p;p2...py) — 1. Da sowohl das Produkt zweier Zahlen der
Form 4k + 1 als auch der Form 4k + 3 die Gestalt 4k + 1 hat, hat N die Form 4k + 3.
Die Primfaktoren konnen daher auch nicht alle die gleiche Form haben, es muss also
mindestens einen Faktor 4m + 3 geben, der N teilt und keiner von den p; ist, da sonst
auch (4m +3) | 1 gelten wiirde. Dies ist aber nicht moglich. Daher existieren unendlich
viele Primzahlen der Form 4#n + 3. O

Wir wollen nun untersuchen, fiir welche Zahlen man dhnliche Beweise geben kann.
Dazu betrachten wir arithmetische Folgen mit teilerfremden Parametern:

Definition 2.3 (arithmetische Progression). Eine arithmetische Progression ist eine Folge
a(n) = kn +1 wobei k,I € N fix gewédhlt sind mit (k,!) = 1 und #n alle natiirlichen
Zahlen durchlauft.



Der Fall (k,1) > 1 wird ausgeschlossen, da dann hochstens eine Primzahl auftritt. Somit
ist dieser Fall fiir diese Arbeit nicht von Bedeutung.

2.1 Euklidische Beweise - Eine Definition
Eine préazise Definition findet sich in [MuTh]:

Definition 2.4 (,, Euklidischer Beweis”). Ein , Euklidischer Beweis” fiir eine arithmetische
Progression a, = kn + I besteht darin ein Polynom f € Z[x] zu finden, dessen Primteiler
alle - bis auf endlich viele Ausnahmen - entweder von der Form kn + 1 oder kn + 1
sind.

In den obigen Fillen sind diese Polynome f1(x) = x + 1 bzw. fo(x) = 4x — 1. Weitere
Beispiele sind f3(x) = 4x? + 3 fiir Primzahlen der Form 6n + 1 oder fy(x) = x* — x% +
2x% 41 fiir die Progression 151 + 4.

Die sich nun stellende Frage ist, ob es fiir alle arithmetischen Progressionen einen
Euklidischen Beweis gibt oder anders ausgedriickt, ob sich der Satz von Dirichlet
vollstandig euklidisch beweisen ldsst. [MuTh] liefern mit folgendem Theorem die
Antwort und gleichzeitig ein Kriterium fiir welche Progressionen dies moglich ist.

2.2 Die Existenz von Euklidischen Beweisen

Satz 2.5. Fiir eine arithmetische Progression = I mod k existiert ein Euklidischer
Beweis (d.h. ein Polynom, das der obigen Definition entspricht) genau dann, wenn
I2=1 mod k.

Um dieses Kriterium anzuwenden, reicht es grundsétzlich zu zeigen, dass dies eine
hinreichende Bedingung ist. Dafiir sind einige Resultate von Nagell und Schur nétig.
Fiir die in den Beweisen benotigten Resultate der Algebra, siehe beispielsweise [JSch].

Lemma 2.6 (Schur). Ein nicht konstantes Polynom f € Z[x] besitzt unendlich viele
Primteiler.

Beweis. Ist f(0) = 0, dann gilt p | f(0) fiir jede Primzahl p und f hétte trivialerweise
unendlich viele Primteiler. Sei deshalb f(0) = ¢ # 0. Die Werte +1 kénnen nur endlich
viele Urbilder besitzen, daher existiert zumindest ein Primteiler, das heifst eine Primzahl
p mit p | f(n) fiur ein n € Z. Nehmen wir nun an, es gibt nur endlich viele solcher
Primteiler, namlich py, p, ..., px und sei Q = p1pz...px das Produkt dieser Primzahlen.
Dann existiert ein Polynom g € Z[x] mit folgenden Eigenschaften:



L. f(Qex) = cg(x)

2. g(x) =1+ c1x + cox? + ...

3. g besitzt aus demselben Grund wie f mindestens einen Primteiler p.
4. Q¢ Vi

Da p Primteiler von g ist, teilt p auch f, aber nicht Q, da p sonst auch 1 teilen wiirde.
Das ist ein Widerspruch, also existieren unendlich viele Primteiler von f. O

Im folgenden bezeichnet  stets eine k-te Einheitswurzel und K sei die Galois-Erweiterung
Q(¢) uiber Q. Die zugehorige Galoisgruppe ist isomorph zur Gruppe (Z/kZ)*.

Lemma 2.7 (Nagell). Es seien f,g € Z[x]| nicht konstant und P(f), P(g) die Mengen
der Primteiler von f bzw. g. Dann enthélt P(f) N P(g) unendlich viele Elemente.

Beweis. Sei f(a) = g(B) = 0. Nach einem Satz von Dedekind (siehe [MuEs]) ist p ein
Primteiler von f, wenn p einen linearen Primidealfaktor in der Erweiterung Q(«) besitzt.
Eine analoge Aussage gilt auch fiir g. Wir betrachten den Zahlkorper Q(a, f) = Q(6)
fir ein 6 € Ok, dem Ring der ganzen Zahlen in K. Sei 1 das Minimalpolynom von 0,
dann folgt aus dem Satz von Schur, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die einen
linearen Primidealfaktor in Q(«, f) und damit auch in Q(a) und Q(B) besitzen. Damit
existieren unendlich viele Primteiler fiir f und g. O]

Lemma 2.8 (Schur). Sei H eine Untergruppe der primen Restklassengruppe (Z/kZ)*.
Dann existiert ein irreduzibles Polynom f € Z[x|, dessen Primteiler bis auf endlich
viele Ausnahmen in den Restklassen von H enthalten sind.

Beweis. Sei Q(#) der Fixkorper von H und 1 = h({) fiir ein h € Z[x]. Seien weiters
my, ..., ms Reprasentanten der Nebenklassen von H in (Z/kZ)*.

Wir setzen 1; = h({™),1 < i <s, und nehmen an, die #; wéren nicht alle verschieden.
Sei 0; € Gal(Q({)/Q) ein Automorphismus, der { auf {’ abbildet. Dann ist oy, (17) =
Om;(17) fiir m; # mj. Damit gilt auch o, 1(17) = 17. Daraus folgt aber, dass m; und m;
dieselbe Nebenklasse reprasentieren, was/ ein Widerspruch zur Annahme ist. Also sind
die 7; die verschiedenen Konjugationen von 7.

Wir definieren nun
S

flx) =TT(x—m). (2.1)

i=1
Wegen der obigen Argumentation ist f irreduzibel in Q(x).
Sei nun p ein Primteiler von f mit p { k und p { D(f), wobei D(f) die Diskriminante



von f ist. Da p ein Primteiler von f ist, existiert eine Zahl a, sodass

S

f(a) =]](a—mn)=0(p). (2.2)

i=1

Sei nun P ein Primideal, das (p) teilt. Dann gilt P | (a — #;) fiir zumindest ein i. Wegen
a? = a(mod p) gilt auch a” = a(mod P) und h(x)? = h(x”)(mod P). Damit erhalten
wir

W(E™) =i =a=aP =g} = (™) = h(Z"™)(mod P). (23)

Aus obiger Kongruenz folgt P | (h({™) — h({P™)). Wegen p 1 k gilt (k, pm;) = 1, also
ist h(gP™) eines der 7;.

Ist nun h(gP™) # h({™), so teilt P die Diskriminante, aber p | D(f). Das ist ein
Widerspruch zur Wahl von p.

Also gilt h({P™) = h({™) und damit fixiert 0, die Erweiterung Q(#;). Da aber Q(#;)
eine Galoiserweiterung ist und daher Q(7;) = Q(#), fixiert o, auch Q(#). Das heifst, p
ist Teil einer Restklasse von H. O

Das folgende Lemma zeigt, dass auch die Umkehrung gilt.

Lemma 2.9 (Schur). Sei f wie in Lemma 2.8, dann wird f von jeder Primzahl aus einer
beliebigen Restklasse von H geteilt.

Beweis. Sei dazu p eine Primzahl aus einer beliebigen Restklasse von H, dann fixiert o),
die Erweiterung Q(#) und es ist

" =h(Q)P = h(ZP) = k(L) = y(mod p). (2.4)

Damit gilt auch fiir jedes Primideal P, das p teilt, dass #¥ = 5(mod P).

Da Ok ein Dedekindring ist, ist P ein maximales Ideal und der Faktorring Ok /P damit
ein Korper: Daher hat die Gleichung x” — x = 0 hochstens p Losungen. Das heifit, es
existiert eine ganze Zahl a, sodass 17 = a(mod P). Damit wird f(a) von P geteilt und
damit auch von p, was zu zeigen war. O

Wihlt man H = {1} und betrachtet das k-te Kreisteilungspolynom ¢, dann sind die
einzigen Primzahlen, die die Diskriminante von ¢y teilen, jene, die k teilen. Da es nur
endlich viele Primzahlen gibt, die k teilen, sind alle anderen (der unendlich vielen)
Primteiler = 1(k).

Damit ist bereits fiir alle arithmetischen Progressionen a(n) = kn+1, n € Z, gezeigt,
dass darin unendlich viele Primzahlen = 1(k) enthalten sind. Nun betrachten wir den
Fall von Primzahlen, die nicht kongruent 1 modulo k sind.



Satz 2.10. Ist /2 = 1 mod k fiir eine arithmetischen Progression a, = kn + [, dann
kann Euklidisch gezeigt werden, dass unendlich viele Primzahlen der Form kn + |
existieren.

Beweis. Dazu betrachten wir die Untergruppe H = {1,1} der Gruppe (Z/kZ)* und
wenden die bisher gezeigten Resultate an. Sei L der Fixkorper von H und h({) =
(u — ) (u — ') mit einem Parameter u € Z.
Wahlt man u so, dass fiir alle Reprasentanten m;,1 < i < s der Restklassen von H alle
h(g™) verschieden sind, dann gilt L = Q(h({)).
Wir setzen 7 = h({) und wenden das Lemma von Nagell an. So erhalten wir ein
Polynom, deren Primteiler bis auf endlich viele = 1(k) oder = I(k) sind, ndmlich
f@?= TT (= (@=2)(u—-2"). (2.5)
(ak)=1
Wir stellen fest, dass f(0) genau dem k-ten Kreisteilungspolynom ¢(u) entspricht und
wihlen u als Vielfaches von k, sodass f(0) = ¢ (1) = 1(k). Die Existenz eines solchen
u folgt aus dem vorangegangenen Lemma und der Folgerung, dass nur endlich viele
¢ (x) # 1(k) sind.
Nun wéhlen wir eine Primzahl p = I(k), sodass p { D(f) und mit dem Lemma von
Schur kénnen wir eine Zahl b finden mit p | f(b), aber p? 1 f(b). Denn gilte p? | f(b),
dann wire f(b+p) = f(b) + pf'(b) = pf'(b)(mod p?). Weil aber p { D(f), kann f
keine doppelte Nullstelle modulo p haben und somit ist f'(b) # 0(p). Das heifit, aus
f(b) = 0(p?) folgt f(b+ p) # 0(p).
Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen p; = I(k) gibt, ndmlich p1, ..., pi-
Die Primfaktoren der Diskriminante D(f) bezeichnen wir mit 4y, ..., ; und bilden die
Zahl Q := p1p2...pmq192...q:. Mithilfe des Chinesischen Restsatzes 16sen wir das System
von Kongruenzen

c=b mod p?
c=0 mod kQ

Damit finden wir ¢ so, dass f(c) = f(b)(mod p?) und f(c) = 0(mod kQ) und nach
dem Lemma von Schur besitzt f nur jene Primzahlen als Teiler, die auch k teilen, die
Diskriminante von f teilen oder = 1(k) oder = I(k) sind. Da aber f(0) = ¢ (u) und
damit nur durch alle Primzahlen = 1(k) teilbar ist, ist f(c) nur von Primzahlen = 1(k)
und = I(k) teilbar. Wegen p? { f(c) ist f(c) = I(k). Da aber f(0) = f(c) = 1(k) ist,
ergibt sich ein Widerspruch. Also muss es unendlich viele Primzahlen der Form kn + |
geben. O

(2.6)

Der Beweis liefert mit (2.5) auch eine Formel um Polynome zu bestimmten Progressio-
nen zu finden.



Die andere Richtung zeigt schliefdlich, dass jedes Polynom, das die fiir einen Euklidi-
schen Beweis geforderten Eigenschaften erfiillt, einer Progression zugeordnet werden
kann, fiir die I> =1 mod k gilt.

Damit kann der Satz von Dirichlet also nicht vollstindig euklidisch bewiesen werden,
denn sogar fiir einfach aussehende Beispiele wie a, = 5n 4 2 kann kein passendes
Polynom gefunden werden. Fiir einen vollstindigen Beweis, wie er in Kapitel 4 gefiihrt
wird, werden also andere Hilfsmittel benotigt. Diese beruhen allerdings auf einem
vollig anderen Zugang als jener Euklids, wie das folgende Kapitel zeigt.



3 Die Methode von Dirichlet

Die Idee zum Beweis aus dem Jahr 1837 beruht darauf zu zeigen, dass die Summe
Yp=1(k) k’% divergiert. Das ist ein dhnliches Argument, wie jenes von Euler, um die
Unendlichkeit der Primzahlen zu zeigen. Dirichlets revolutiondrer Ansatz besteht darin,
die Primzahlen einer bestimmten arithmetischen Progression sozusagen einzufiarben,
um sie danach aus der oben genannten Summe zu isolieren und deren Divergenz zu
zeigen.

Um diese , Einfarbung” vorzunehmen, benutzte Dirichlet so genannte Charaktere, die
in diesem Kapitel ausfiihrlich behandelt werden.

3.1 Arithmetische Funktionen und Maobius-Inversion

Arithmetische Funktionen bilden eine wichtige Grundlage fiir den im nédchsten Kapitel
gefiihrten Beweis und treten allgemein in der Zahlentheorie an vielen Stellen auf.

Wir wollen an dieser Stelle nur die wichtigsten Eigenschaften und Funktionen behan-
deln, die im weiteren Verlauf benotigt werden, eine ausfiihrliche Behandlung findet
man in [Ap] und [Br].

Definition 3.1 (Arithmetische Funktion). Eine Funktion f : N — M, M C C heifst
arithmetische oder zahlentheoretische Funktion.

Wie man leicht durch Nachpriifen der Ringaxiome zeigen kann, gilt fiir die Menge A
der arithmetischen Funktionen:

Satz 3.2. (A, +,*) ist ein kommutativer Ring mit Einselement, wobei das neutrale
Element gegeben ist durch

1 fallsn=1
I(n):{ alls n ,

0 fallsn > 2.

Die Addition + ist die tibliche Addition von Funktionen und die Multiplikation ist
gegeben durch die (Dirichlet-) Faltung

frg(n) =Y f(d)g(r/a).

d|n



Ein Element f € A ist genau dann eine Einheit, wenn f(1) # 0.

Nun betrachten wir drei spezielle Elemente aus dem Ring der arithmetischen Funktio-
nen, die im weiteren Verlauf noch eine Bedeutung haben.

Definition 3.3 (Euler’sche ¢-Funktion). Die Euler’sche ¢-Funktion ist fiir ein n € IN
gegeben durch

p(n)= Y 1 (3.1)
(nk)=1
k<n
Die ¢-Funktion z&hlt also die zu n teilerfremden natiirlichen Zahlen kleiner n und
bestimmt damit gleichzeitig die Kardinalitit des primen Restsystems mod n.

Definition 3.4 (von Mangoldt-Funktion). Fiir jede natiirliche Zahl n ist die von Mangoldt-
Funktion gegeben durch

A(n) =

lo falls n = p™ fiir eine Primzahl p und m > 1,
(n) = { 57 ’ P (32)

0 sonst.

Definition 3.5 (Mobius-Funktion). Sei n € IN und besitze die Primfaktorzerlegung
n = pi'py’...pi*. Dann ist die Mobius-Funktion p gegeben durch

1 fallsn =1,
u=+<0 falls n nicht quadratfrei, (3.3)
(=1)" fallsa; =1Vi € {1,2,..,k}

Mit diesen Funktionen kénnen weitere fiir den Beweis niitzliche Resultate hergeleitet
werden.

Im folgenden bezeichnet f stets eine auf der positiven x-Achse definierte reell- oder
komplexwertige Funktion mit f(x) = 0 fiir 0 < x < 1. Zunédchst betrachten wir die
Verkniipfung o, die definiert ist durch

wof = Z a(n)f(x/n), (3.4)
n<x
wobei « eine beliebige arithmetische Funktion ist. Man kann diese Verkniipfung als ver-
allgemeinerte Faltung bezeichnen, da die Einschrankung auf die natiirliche Zahlen genau
der Faltung * entspricht, falls f fiir alle nicht-ganzzahligen Argumente verschwindet.
Diese Verkniipfung ist aber im allgemeinen weder assoziativ noch kommutativ, jedoch
besteht ein sehr niitzlicher Zusammenhang zwischen o und der Faltung *.



Lemma 3.6. Fiir zwei arithmetische Funktionen «, B gilt

xo(Bof)=(axpB)of. (3.5)
Beweis.
wo(pef)() = Tetn ¥ pms() = ¥ atmpons (i)
E( ) pem)
= (@p)o f(x).
O

Wir bemerken aufierdem, dass das neutrale Element beziiglich * auch ein linksneutrales
Element beziiglich o ist, denn

tone =L |5 |#(5) = 0 6)

= Ln n
Damit konnen wir nun die verallgemeinerte Inversionsformel beweisen.

Satz 3.7 (Allgemeine Inversionsformel). Falls a € A ein inverses Element a1 € A
besitzt, so gilt

3 = T atns () 10 = La-tomg (%) 68)
n<x n<x
Beweis. Sei g = a o f, dann ist
v log=alo(aof)=(atxa)of=1Iof=f.
Die Umkehrung folgt analog mit f =a 1o g. O
Wihlt man im obigen Fall a~!(1n) = u(n)a(n), so erhélt man die

Satz 3.8 (Allgemeine Mobius-Inversionsformel). Fiir eine vollstandig multiplikative
Funktion o € A gilt

g(x) = Z zx(n)f(n) & f(x) = Z y(n)zx(n)g(x). (3.9)

n<x n

10



3.2 Charaktere

Definition 3.9 (Charakter). Sei G eine Gruppe, dann heifst eine auf G definierte kom-
plexwertige Funktion f Charakter auf G, falls f nicht identisch 0 ist und f(ab) =
f(a)f(b)Va,b, € G gilt.

Charaktere besitzen eine Reihe von Eigenschaften, die im folgenden genannt werden.
Die Nachpriifung erfolgt in einigen Fillen durch einfache Rechnung und wird daher
hier nicht ausgefiihrt, findet sich aber beispielsweise in [Ap].

Lemma 3.10 (Eigenschaften von Charakteren). G sei eine endliche Gruppe, dann gilt

(i) Ist G eine endliche Gruppe mit neutralem Element e, dann gilt f(e) = 1 und f(g)
ist fiir alle g € G eine n-te Einheitswurzel.

(ii) Ist G abelsch und besitzt n Elemente, so gibt es genau n verschiedene Charaktere
auf G.

(iii) Ist G abelsch, bilden die Charaktere mit der Operation f;f;(g) := fi(g)fi(g)Vg € G
eine multiplikative Gruppe G. Das neutrale Element dieser Gruppe ist der so
genannte Hauptcharakter f; := 1¥g € Gund f~! = 1/f.

(iv) Da stets [f(g)| = 1 gilt, entspricht der Kehrtwert der komplex-konjugierten, d.h.

f(@) t=1/rg = f(g) = f(g)

Eine wichtige Eigenschaft von Charakteren ist die Orthogonalitit. Diese spielt auch fiir
Dirichlet-Charaktere eine wichtige Rolle und wird den Ausgangspunkt des Beweises
tir die Unendlichkeit der Primzahlen in arithmetischen Progressionen bilden. Deshalb
wollen wir diese auch etwas ausfiihrlicher behandeln.

Dabei werden dieselben Notationen verwendet, wie sie obigen Lemma eingefiihrt
wurden.

Fiir die Gruppen G 2 G gelten folgende Beziehungen:

Lemma 3.11. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, G = G die Charaktergruppe. Dann
gilt fir alleg € Gund f € G

Y fg) = {" £§=e (3.10)

feé 0 sonst.

Beweis. Wir betrachten zuerst den einfachen Fall ¢ = e. Dann gilt f(e) = 1Yf € G und
die Summe {iber alle f ergibt klarerweise 7.

11



Im Fall g # e gibt es einen Charakter f mit f(g) # 1 und fiir die Summe gilt aufgrund
der Abgeschlossenheit von G und der Multiplikativitdt der Charaktere

> f(®) =) fF(e) =) F(9)f(8) =F ). F(3)- (3.11)
feG feG feG feG
Aufgrund der Annahme f # 1 muss also Y5 = 0 gelten. O

Lemma 3.12. Sei G die Charaktergruppe einer endlichen abelschen Gruppe G. Dann
gilt fiir alle f € G

Y. f(g) = {n J=h (3.12)

¢€G 0 sonst.

Beweis. Sei zunéchst f = f1. Wegen f1(g) = 1Vg € G und |G| = n ist die Behauptung
offensichtlich erfiillt.

Sei also f # fi1. Da f nicht der Hauptcharakter ist, existiert ein # € G mit f(h) # 1 und
mit ¢ durchlduft auch das Produkt gh die ganze Gruppe. Also gilt

L fg) =Y flgh) = X f()f(h) = f(h) L £(8)- (3.13)
8eG g€G g€G g€G
Da f(h) # 1 gilt, kann die Gleichung nur erfiillt sein, falls die Summe 0 ist. O

Ersetzt man nun in (3.10) ¢ durch g~'h und in (3:12) f durch ff, so erhélt man den
folgenden

Satz 3.13. Firg he Gund f,f € G gelten

= _n falls f=f/,
g;cf(gmg) - {0 sonst, (3.14)
i@ ={y wesh o159
feG :

Wahlen wir nun fiir G ein primes Restsystem, ndmlich (Z/gZ)* fiir ein festes g € N,
dann ist |G| = ¢(q). Die Charaktere auf G kénnen damit auf ganz Z fortgesetzt werden
und wir erhalten folgende Definition:

Definition 3.14 (Dirichlet-Charakter modulo q). Fiir einen Charakter auf G = (Z/4Z)*
gilt

() = { fn+qz) falls (n,q) =1, 6.16)

0 falls (n,q) > 1.
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und man bezeichnet x(n) als Dirichlet-Charakter modulo q. Ein Dirichlet-Charakter ist
weiterhin vollstandig multiplikativ und g-periodisch.
Aufgrund der Isomorphie zu G existieren genau ¢(q) verschiedene Charaktere mod 4.

Betrachtet man nun die oben gezeigten Charakterrelationen fiir die eben definierten
Dirichlet-Charaktere, erhilt man die fiir den Beweis des Dirichlet’schen Satzes sehr
wichtige Orthogonalitdtseigenschaft.

Satz 3.15 (Orthogonalititseigenschaft fiir Dirichlet-Charaktere modulo q). Fiir (g,a) =
1 gilt

Y x(a)x(n) =

xeG

falls n = d
{(p(q) allsn=a mod g, (3.17)

0 sonst.

3.3 Reihen mit Charakteren

Wir kehren noch einmal zuriick zum Ring (A, +, ) der arithmetischen Funktionen.
Jeder solchen Funktion a € A kann eine formale Dirichletreihe zugeordnet werden. Dazu
fithren wir eine Variable s ein, bilden die Summe

i a(n)n™°
n=1

und finden beim Multiplizieren zweier solcher formaler Dirichletreihen

ia(n)n_s il a(m)m=—° = il a(n)b(n)(nm)=° = Ii axb(k)k™. (3.18)
n= m= mn= =1

Das heifst, die Multiplikation von Potenzreihen entspricht der Faltung von arithmeti-
schen Funktionen. Damit bilden die formalen Dirichlet-Reihen einen zu A isomorphen
Ring. Diese Tatsache ermoglicht es, einige niitzliche Resultate zu zeigen. Wir beschran-
ken uns in diesem Abschnitt auf jene, die zum Beweis des Satzes von Dirichlet bendtigt
werden. Dabei treten immer wieder spezielle Reihen auf, die so genannten

Definition 3.16 (L-Reihen). Sei x ein beliebiger Charakter mod k und s € C. Eine
L-Reihe ist eine Summe

L(s, x) = i Xi(;:) (3.19)

n=1

Zunidchst zeigen wir eine weitere hilfreiche Identitat.
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Lemma 3.17 (Abel’sche Identitdt). Fiir eine beliebige arithmetische Funktion a(n) sei

A(x) =Y a(n),

n<x

wobei A(x) = 0Vx < 1. Sei f eine auf dem positiven Intervall [y, x] stetig differenzier-
bare Funktion, dann gilt

Y, a(n)f(n) ZA(X)f(X)—A(y)f(y)—/ A(t)f'(t) dt. (3.20)

y<n<x

Beweis. Seien k = |x|,m = |y|, sodass A(x) = A(k) und A(y) = A(m).

Y a(mf(n) = Y amf(n) = Y. (A(n)—Aln—1)f(n)
y<n<x n=m+1 n=m+1
k k-1
= X Af) - T AGf 1)
k—1
= L AM(fn) = f(n+1) + AR E) ~ A(m)f(m +1)
n=m-+
k-1 n+1
== L A0 [ f O+ ARF© - AmfmD)
k-1 n+1
—— ¥ [ AWF @+ A®FK) - AGm)fon+1)
n=m+17"
k x
=~ [ AWOf @+ AwfE) - [ AWF B

O]

Da im weiteren Verlauf der Arbeit die O-Notation oft verwendet wird, soll hier noch
einmal die Definition wiederholt werden.

Definition 3.18 (Landau-Symbole). Seien f, ¢ auf einer Teilmenge der reellen Zahlen
definierte Funktionen. Dann gilt

f(x) = 0(g(x)) 1= IM >0 [f(x)] < M|g(x)]. (3.22)
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Satz 3.19. Sie x # xi1 ein Charakter mod k und f > 0 eine fiir x > x( stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir y < x < x¢, dass

Y. x(m)f(n) = O(f(x)). (3.23)

x<n<y

Gilt auflerdem lim,_,« f(x) = 0, so konvergiert } > ; x(n)f(n) und fir x > xp ist

Y x(m)f( Zx n)+ O(f(x)). (3.24)

n<x

Beweis. Da x nicht der Hauptcharakter ist, gilt wegen der Periodizitat
mk
=) x(n)=0Vm>2. (3.25)

Dabher gilt |A(x)| < ¢(k) fiir alle x. Die Summe A(x) ist also beschrankt, das heifit
A(x) =0O(1).

Mithilfe der eben gezeigten Identitdt von Abel kann die Summe in (3.23) als Integral
ausgedriickt werden.

Y x0f(n) = fAW) - FA) - [ AWF (1)t
x<n<y

* , (3.26)
=O(f(y)) + O(f(x)) + O( : —f'(t)dt) = O(f(x)).

Damit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt. Gilt nun f(x) — 0 fiir x — co, dann
folgt die Konvergenz der Reihe mit dem eben gezeigten, denn mit der rechten Seite
verschindet auch die linke Seite, die gerade den Reihenrest darstellt. Somit folgt die
Konvergenz mithilfe des Cauchy-Kriteriums.

Die letzte Behauptung erhdlt man mit

ix(n =Y x(m)f(n)+lim Y  x(n)f(n). (3.27)
n=1

n<x ymree x<n<y

Wegen (3.23) ist der Limes gerade O(f(x)) und der Beweis damit abgeschlossen. ]
Wendet man (3.23) auf f(x) = 1/x und g(x) = logx/x an, erhdlt man fiir x # x1

y X;") -y X<”) + O(i) (3.28)
n<x n=1
x(n) logn Xx(n logn log x
rg{ Z (’)(X) (3.29)

Die so erhaltenen Summen sind spezielle L-Reihen, namlich L(1, x) und L'(1, x), die so
genannte Dirichlet-Ableitung.
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3.3.1 Exkurs: Die Riemann’sche Vermutung

Eine weitere spezielle Dirichlet-Reihe erhidlt man, wenn man anstelle von x die kon-
stante 1-Funktion wahlt und die entstehende Reihe als Funktion in s € C betrachtet.

Definition 3.20 (Riemann’sche Zeta-Funktion).
=1
L(s 1) =8(s) = ). -5 (3.30)
n=1

Diese konvergiert fiir alle s € C mit Re(s) > 1. Wihlt man etwa s = 2, so ist {(2) = 7%/s,
dessen Kehrwert beispielsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass zwei zufillig
ausgewdhlte ganze Zahlen teilerfremd sind.

Der zunéchst nicht offensichtliche Zusammenhang zu Primzahlen wird klar, wenn die
{-Funktion mithilfe sogenannter Euler-Produkte dargestellt wird. Fiir Re(s) > 1 ist
ndamlich

1
7s)=]] - (3.31)
p 1=
Mithilfe der Funktionalgleichung
/T <;> 7(s) = n<“>/2r(12_3) 2(1—s) (3.32)

kann die {-Funktion auf die ganze komplexe Ebene fortgesetzt werden. Diese Fortset-
zung ist die Basis fiir die Riemann’sche Vermutung, die folgende Aussage tiber die
Gestalt der Nullstellen der ¢-Funktion macht.

Satz 3.21 (Riemann’sche Vermutung). Der Realteil aller nicht-trivialen Nullstellen von
Z(s) ist 3.

Als triviale Nullstellen bezeichnet man die negativen geraden Zahlen. Dass fiir diese
tatséchlich {(—IN,) = 0 gilt, sieht man an der alternativen Darstellung

Z(s) = 2°pi* tsin <7;S>F(1 —5)¢(1—s), (3.33)
deren Faktor sin 7is/2 fiir negative gerade Zahlen verschwindet.

Obwohl die Vermutung nicht bewiesen ist, so gibt es doch Argumente, die fiir deren
Giiltigkeit sprechen. Einige davon sind in [Bo] aufgelistet.

Betrachtet man anstelle der konstanten 1-Funktion die viel allgemeineren L-Funktionen,
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erhdlt man die dazu analoge verallgemeinerte Riemann’sche Vermutung. Dies ist aller-
dings nur ein erster Schritt, denn durch Ausweitung auf Zahlkorper und allgemeine
Zeta-Funktionen kommt man zur erweiterten bzw. zur Grofsen Riemann’schen Vermu-
tung, die allerdings an dieser Stelle nicht weiter behandelt werden (kdnnen).

Die Wichtigkeit der Riemann’schen Vermutung ergibt sich aus den weitreichenden
Folgerungen, die daraus abgeleitet werden kdnnen. So etwa wiére damit auch die schwa-
che Goldbach-Vermutung bewiesen, wie 1997 in [DERZ] gezeigt wurde. Aufierdem
konnte der Dichtigkeitssatz von Tschebotareff, das eine Verallgemeinerung des Satzes
von Dirichlet fiir Zahlkorper darstellt, starker formuliert werden. Es trifft eine Aussage
dariiber, welcher Anteil der Primzahlen in einer gegebenen Galoiserweiterung iiber Q
vollstandig zerféllt. Als Illustriation betrachten wir die (iiblichen) ganzen Zahlen sowie
die Gaufy’schen ganzen Zahlen Z[i]. Dort zerféllt die Primzahl 5 = (1 + 2i)(1 — 2i)
vollstdndig, wogegen etwa 3 auch in Z[i] prim ist. Es stellt sich heraus, dass die Anzahl
der zerlegbaren Primzahlen in diesem Fall gegen 1/2 strebt, es zerfallen namlich genau
die Primzahlen der Form 4k + 1 vollstindig und jene der Form 4k + 3 nicht. (siehe auch
Kap. 5.2).

3.4 Ein Resultat von Mertens

Franz Mertens (1840-1927) wurde drei Jahre nach Veroffentlichung von Dirichlets
Beweis geboren. Durch den Beweis einer von mehreren Identitdten, die als Satz von
Mertens bekannt sind, konnte er deutlich zur Verkiirzung des Beweises beitragen. So
gelingt der Beweis von Shapiro, siehe [Sh1] bzw. [Sh2], der sich einer Identitdt von
Mertens bedient auf wenigen Seiten. Der urspriingliche Beweis in [Di] basiert auf sehr
komplexen analytischen Methoden, die im Laufe der Zeit mehrfach vereinfacht wurden.

Die Formel von Mertens besagt, dass }_,<, leg»/p = logx + O(1).
Um dies zu beweisen, benotigen wir zwei Hilfssédtze, die zuerst gezeigt werden.

Lemma 3.22 (Stirling). Fiir n € IN gilt
logn! = nlogn —n+ O(logn). (3.34)

Beweis. Der Beweis ergibt sich sofort durch Vergleich von Summe und Integral.

n t
logn! =) :/ log tdt + O(logn). (3.35)
k=1 71
Partielle Integration und Einsetzen der Grenzen beweist die Behauptung. O
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Lemma 3.23. Fiir n € IN und p prim gilt

nt =TT 70 = e(p) = ¥ {”J (3.36)

k
p<n k>1 LP

Beweis. Von den n Faktoren in n! sind genau L%J durch p teilbar und genau Lﬁj durch

pF. Summiert man iiber alle k, so erhilt man die Anzahl, wie oft der Faktor p in n!
auftritt. Da n fix und alle p > 1 sind, ist die Summe natiirlich endlich und die Aussage
gezeigt. O

Damit kann der Satz von Mertens bewiesen werden.

Satz 3.24. Fiir p prim und x € R ist

y b;‘jp = logx + O(1). (3.37)

p<x

Beweis. Logarithmieren von (3.36) fiihrt zu

logn! =) _ log e Z Z {kJ log p. (3.38)

p<n

Die so entstehende Doppelsumme kann durch

ZZ{ Jlogﬁ<”210gp): 2 logp =O(n) (3.39)

p<nk>1 p<n k>2 pk p<n

abgeschitzt werden und man rechnet mithilfe eines Konvergenztests leicht nach, dass
die letzte Summe auch fiir n — oo endlich bleibt. Setzt man (3.34) und die eben
erhaltene Abschdtzung zusammen und fasst die O-Terme zusammen, bekommt man

) {ZJ logp =nlogn+ O(n). (3.40)
pn

Die geforderte Behauptung erhélt man fiir natiirliche Zahlen durch das Weglassen der
Gauflklammer mit [ x| = x + O(1), wenn man O(¥,<, log p) = O(n) zeigen kann.
Durch die Gaufiklammer erhélt man schliefslich auch Giiltigkeit fiir reelle Zahlen, denn

) logp—) logp= ) logp— ), logp

p<2x p<x p<|2x] p<lx]
(3.41)
Y logp— ) logp+O(logx) = O(x).
p<2[x] p<lx]
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Diese Abschitzung hilt, da zwischen 2| x| und |2x | hochstens eine Primzahl sein kann.
Dadurch kann als obere Schranke folgende Abschidtzung gemacht werden:

Zlogpzi( Y logp— ¥ logp> :0(%2‘) — O(x) (342)

p<x i=1 \ p<x/2i- p<x/2 i=1

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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4 Der Beweis des Satzes von Dirichlet

Mit all dem bisher gezeigten kann nun folgende Identitdt bewiesen werden, aus der
die Aussage von Dirichlet direkt durch Grenziibergang fiir x — oo folgt.

Satz 4.1 (Dirichlet). Seien k,I € N, (k,!) =1 und x > 1. Dann gilt

log p 1
= logx + O(1 4.1)
D Y
p=l mod k

4.1 Die Beweisidee

Der Beweis selbst wird in mehreren Schritten gefiihrt. Zunéchst wird gezeigt, dass

log p 1 1 20 Xx+(p)logp
= ——logx+ —~ +0
E; P el 8 ¢(k)r§§ p;x W
p=l mod k

Um daraus die obige Aussage zu gewinnen, wird der Summand rechts abgeschéitzt mit

) x(p)logp L2 -L'(1L,x) ), #m)x(n) sowie  L(1x) ), plmx(n) o),

p<x p n<x n<x

wobei stets x > 1 und x # x; gilt.
Damit bleibt zu zeigen, dass L(1, x) # 0, um in Lemma 3 durch L(1, x) dividieren zu
konnen, wodurch schliefSlich der Satz von Dirichlet bewiesen wird.

Um dies zu zeigen sei N (k) die Anzahl aller Charaktere x # x1, fur die L(1,x) =0
gilt. Dann ist N (k) gerade, da Charaktere immer in konjugierten Paaren auftreten. In
Lemma 4 wird (mithilfe von Lemma 5) gezeigt, dass

y logp 1—-N(k)

p=1 mod k

logx+ O(1),

woraus sofort folgt, dass N (k) = 0 gelten muss, da sonst die rechte Seite der Gleichung
negativ ist, aber die Summe links ausschliefilich positive Summanden besitzt.
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Dieser Strategie folgend werden nun alle fiinf Lemmata der Reihe nach bewiesen.

4.2 Lemma 1

Lemma 4.2. Fiir x > 1 und p prim gilt

v Ly 1S p MR o) g
PSX p q0<k) qo(k) r=2 p<x '
p=l mod k

Beweis. Der Ausgangspunkt ist die Orthogonalitdtseigenschaft der Dirichlet-Charaktere
in Satz[3.15

Setzt man m = p, n = [, multipliziert beide Seiten mit k’%’g und summiert iiber alle
p < x, erhdlt man

o) lo lo
B Z B —p) Y BE 43)
p<x r=1 p p<x p
p=l mod k

da gerade alle Summanden # n mod k auf der rechten Seite Null werden und damit
wegfallen.

Spaltet man links den ersten Term der Summe ab (das ist der Term, der den Hauptcha-
rakter x; enthilt), erhdlt man

I REUE NS SPATR oI S o A

p<x r=2 p<x p p<x
p=l mod k

Nutzt man nun aus, dass x;(!) = 1 und x1(p) = 0 falls (p, k) # 1 bzw. x1(p) = 1 fur
(p, k) =1, lasst sich die erste Summe darstellen als

y logp _yrlosp g logp_ ynlogp oy Mt o001 01). @)
p<x P p<x P p<x P p<x P

(ph)=1 plk

Setzt man diese Abschitzung in ein, ergibt das schlieSlich

(k)

lo )lo
o) Y B iogrt Y x () L X8 o) g
p<x r=2 p<x
p=l mod k
Dividiert man noch durch ¢(k), erhilt man das gewiinschte Resultat. O
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4.3 Lemma 2

Lemma 4.3. Fiir x > 1 und x # x; gilt

y xplogp) _ g Z” ) L on. 47)

p<x p n<x

An)

Beweis. Wir betrachten zundchst die Summe ), XmAM) ynd stellen sie auf zwei Arten
dar. Zuerst erlaubt uns die Definition der von Mangoldt-Funktion die Darstellung

x(n x(p 108P A8
n; ,,;Z (4.8)
pr=x

Analog zu Lemma 1 kann man auch hier die linke Summe aufspalten und erhalt
Zx Zx p)logp sz logp (4.9)

n<x p<x p p<xa=2
pr<x

Die letzte Summe kann mithilfe der geometrischen Reihe abgeschitzt werden, denn es
gilt

log p 2 logn
lo - = " _ — O(1). 410
Z gpgp ;p 1) n;zn(n—l) W (410
Damit erhalten wir
y Xr(p)logp _ = X(m)A(m) + o). 4.11)

p<x P n<x

Andererseits gilt fiir die von Mangoldt-Funktion A(n) = )4, u(d) log(n/4). Damit
bekommen wir

ZX Z ZV log”/d = Z.” (d) Z X(c)clogc‘ 412)

n<x n<x d|n d<x c<x/d

Fiir den letzten Umformungsschritt haben wir auSerdem die Multiplikativitdt von x
benutzt. Fiir die Summe tiber ¢ erhalten wir mit (3.29)

Z x(c logc (1,0 + O(logx/d>‘ (4.13)

c<x/d ¢ x/d
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Einsetzen dieses Resultats in (4.12) liefert

11og *
ZX L', x) Z” +O<Zd°§/d/d> (4.14)

n<x d<x

und fiir den O-Term erhalten wir nach Auflésen des Doppelbruchs und Aufspalten des
Logarithmus

1
— Y (logx —logd) = = |x]logx — ) logd |x] log x — log | x|!
X de < d<X > < > (4.15)

= i(LxJ logx — xlog x + 0(x)> =0(1).

Ersetzt man nun noch den Summanden mit der von Mangoldt-Funktion durch die

Abschidtzung (4.11), so ist die Behauptung gezeigt. O
4.4 Lemma 3
Lemma 4.4. Fir x > 1 und x # x; gilt
Ly Y KX)oy, (4.16)
n<x

Beweis. Fiir den Beweis dieses Lemmas benutzen wir die Inversionsformel von Mobius.
Wir wahlen a(n) = x(n) und f(x) = x in 1; und finden

x =Y p(n)x(n)g(x/n), (4.17)

n<x

wobei g(x) = ¥ x(n)*/n = x ¥ X() /n
Mithilfe von (3.28) lasst sich G(x) darstellen als G(x) = xL(1, x) + O(1).
Einsetzen in (4.17) und dividieren durch x vollendet den Beweis:

x= Y u(n ( L(1, x) +O(1 )) — 2L Y EAM o0y s

n<x n<x n
0
4.5 Lemma 4
Lemma 4.5. Sei x # x1 und L(1, x) = 0, dann gilt
"Lx) Y, plm)x(n) =logx+ O(1). (4.19)

n<x
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Beweis. Wie in Lemma 3 verwenden wir noch einmal die Inversionsformel, wihlen
a(n) = x(n) wie vorhin, aber f(x) = xlog x. Dies liefert

xlogx =Y pu(n)x(n)g(x/n), (4.20)
n<x
wobei 0l
= ¥ Ftog ¥ = riogx o KUy KUDIOBR g
n<x n<x n<x

Mit (3.29) ergibt sich unter Berticksichtigung von L(1,x) =0

cn-svuinnso(2)) (e0000()
=xL'(1, x) + O(logx).

Wir setzen diesen Ausdruck in (4.20) ein und bekommen

rlogxr = Y V(”)X(”)(zL (Lx)+ (’)(logx)>

n<x

=xL'(1, %) Zm—l—(?(Z(logx—logn)).

n<x n<x

(4.23)

Aus dem Beweis von Lemma 2 ist bereits bekannt, dass der O-Term rechts ein O(x) ist.
Damit erhalten wir die Behauptung des Lemmas erneut durch abschlieflende Division
durch x. O

4.6 Lemma 5

Lemma 4.6. Sei x > 1, dann gilt

logp 1-—N(k)
- log x + O(1). (4.24
pg ; o) o8 (1) )
p=1 mod k

Beweis. Wir beginnen mit dem in Lemma 1 bewiesen Resultat, wihlen | = 1 und
bekommen so

p(k)

log p 1 1 xr(p)logp
= ——logx+ — +0 (4.25)
p;c P el 8 qv(k),:zi pg; p o
p=1 mod k

24



Nach Lemma 2 gilt fiir die Summe rechts

y X(PVI08() _ _pyq gy HOOXOD o) (4.26)

p<x p n<x n

Lemma 3 besagt, dass die Summe im Fall L(1,x) # 0 ein O(1) ist und im Fall
L(1,x) = 0 nach Lemma 4 gilt

—L'(1,x) ; ]/‘(”)nX(”) = —logx+ O(1). (4.27)

Daraus folgt fiir die rechte Seite von (4.25) mit der Anzahl N (k) der Charaktere fiir die
L(1, x)verschwindet, dass

logp 1—N(k)
= logx + O(1). (4.28)
Lo, m
p=1 mod k
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Mit dem bereits ausgefiihrten Argument, dass Charaktere immer in konjungierten
Paaren auftreten, folgt nun, dass N(k) = 0 gelten muss. Damit beweisen die eben
gezeigten Lemmata, dass

log p 1
= ——logx+ O(1). (4.29)
Lo T em s tow
p=l mod k

Fithrt man nun den Grenziibergang x — oo durch, besagt dieses Resultat, dass es
unendliche viele Primzahlen der Form kn + [ gibt und der Satz von Dirichlet {iber
Primzahlen in arithmetischen Progressionen ist gezeigt.
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5 Verallgemeinerungen

5.1 Polynomiale Progressionen - die
Bunyakowsky-Vermutung

Versucht man, den Satz von Dirichlet mit denselben Voraussetzungen, das heifst mit
teilerfremden Koeffeizienten, auf Polynome hoheren Grades zu verallgemeinern, kann
man sehr einfach ein Polynom konstruieren, fiir den der Satz von Dirichlet nicht mehr
gelten wiirde. So ist zum Beispiel

fx)=x+x+2=x(x+1)+2 (5.1)

offensichtlich irreduzibel tiber Q und (1,1,2) = 1, aber die zweite Darstellung zeigt,
dass fiir ganzzahlige Werte von x die Funktionswerte immer gerade sind und damit 2
die einzige Primzahl in dieser Progression ist.

Im Jahr 1857 lieferte Viktor Bunyakovsky ein mogliches, aber noch unbewiesenes
Kriterium:

Satz 5.1 (Bunyakovsky-Vermutung). Sei f(x) € Z[x] ein tiber Q irreduzibles Polynom
mit positivem fithrenden Koeffizienten und es sei d := ¢¢T{ f(n) },cz. Dann ist f(n)/d
prim fiir unendlich viele n € Z.

Alternativ kann die Vermutung auch so formuliert werden, dass eine polynomiale
Progression unendlich viele Primzahlen enthélt, wenn g¢T{f(n)},en = 1 gilt. Die
Schwierigkeit in der Anwendung der Vermutung liegt allerdings darin, zumindest
zwei teilerfremde Funktionswerte zu finden, da diese theoretisch erst fiir sehr grof3e n
auftreten konnen - falls tiberhaupt.

Eine Moglichkeit, den grofsten gemeinsamen Teiler der Funktionswerte zu bestimmen
ist, das Polynom mithilfe des Binomialkoeffizienten darzustellen, das heifst

) =m (’1() Yot oan <;> (5.2)

Der grofste gemeinsame Teiler der Funktionswerte entspricht dann jenem der Koeffizi-
enten a;.
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Das Polynom aus dem Beispiel kann so dargestellt werden als f(x) = 2(3) 42 und
(2,2) =2 > 1. Das Polynom erzeugt also nur eine Primzahl, ndmlich 2.

Das Polynom g(x) = x>+ 1 = 2(3) + (}) + 1 dagegen erfiillt alle Kriterien der
Bunyakovsky-Vermutung und wiirde demnach unendlich viele Primzahlen erzeu-
gen. In diesem Fall kann man auch leicht zwei teilerfremde Funktionswert finden,
etwa f(2) =5 und f(4) = 17, um die Voraussetzungen zu verifizieren. Dennoch kann
daraus noch nicht auf unendlich viele prime Funktionswerte geschlossen werden, da
die Vermutung nach wie vor unbewiesen ist.

5.2 Primideale in Zahlkorpern

Eine weitere Moglichkeit der Verallgemeinerung besteht darin, Primzahlen nicht als
Teilmenge der natiirlichen Zahlen zu studieren, sondern Primideale in Zahlkorpern.
Dabei lasst sich das Konzept des Euklidischen Beweises verallgemeinern.

Definition 5.2 (Euklidischer Beweis). Sei ¥ eine abelsche Galoiserweiterung mit Ga-
loisgruppe G = Gal(K/k). Ein Ideal P C k heifit Primteiler eines Polynoms f € Ok[x],
falls P|f(a) fur gewisse a im Ganzzahlring Oy. Ein Euklidischer Beweis fiir ein o € G
bedeutet die Existenz eines Polynoms f sodass bis auf endlich viele Ausnahmen alle
Primteiler von f entweder Frobeniuselement 1 oder ¢ haben.

Damit zeigen Murty und Thain [MuTh] ein Analogon zum eingangs behandelten Fall
von Primzahlen in arithmetischen Progressionen, namlich dass ein Euklidischer Beweis
existiert, falls die Ordnungo gleich 2 ist. Der Beweis erfolgt auf ganz dhnliche Weise,
wird allerdings aufgrund seiner Lange hier nicht weiter ausgefiihrt.

Zum Abschluss geben wir noch ein Beispiel zur Anwendung des Dichtigkeitstheo-
rems von Tschebotareff, das in Kapitel 3 bereits erwdhnt wurde. Zunéchst die exakte
Formulierung, siehe auch [Ch].

Satz 5.3 (Tschebotareff’s Dichtigkeitssatz). Sei L/k eine Galois-Erweiterung von Zahl-
korpern mit Galoisgruppe G = Gal(L/k) und einer Konjugationsklasse C C G. Dann
hat die Menge der unverzweigten Primideale /P von K mit Frobenius-Element C die
nattirliche Dichtigkeit [CI/|G|.

Um dies zu veranschaulichen betrachten wir die Symmetriegruppe G = Sz mit den
Konjugationsklassen {id}, {(1,2),(1,3),(2,3)}, {(1,2,3),(1,3,2)}. Gemifs dem Theo-
rem gilt dann, dass 1/6 der Primideale in 3 Faktoren zerféllt, die Hélfte in zwei Faktoren
und ein Drittel gar nicht zerféllt, also auch in der Korpererweiterung prim bleibt.
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Betrachten wir, um den Kreis zu schliefSen, den im Fall von Dirichlet behandelten Fall
von linearen arithmetischen Progressionen a, = kn + [, dann existieren genau ¢(k)
Progressionen mit unendlich vielen Primzahlen, deren natiirliche Dichtigkeit genau
1/¢(k) betragt.
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