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1. Gleichheit von Idealen. Sei K ein beliebiger Korper und R = K|z, y|. Man zeige, daf§ die
beiden Ideale

I = (zy+az,2y+y,2°,9°)
J = (z,y)

identisch sind. Man beachte, dal der Beweis auch fiir Charakteristik p = 2 gelten soll. Man
verifiziere diese Gleichheit mit MATHEMATICA (man versuche es zum Beispiel mit folgendem
Befehl):

GroebnerBasis[{x*y + x, xxy + y, x°2, y~2}, {x, y}]

2. Der Buchberger-Algorithmus. Man berechne mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus eine
Grobnerbasis fiir das Ideal

I=(+y—1,zy—2z) CQ[z,v]

beziiglich der Monomordnung <=<¢x mit z > y. Sollte diese Basis noch nicht minimal sein, so
konstruiere man eine minimale Grobnerbasis fiir / mit dem Lemma von Dickson. Welche der
beiden folgenden Polynome gehort zu I 7

fi=a®+y® —y
fo=3xy? —dazy+a+1

Man verifiziere das Resultat mit MATHEMATICA unter Verwendung der Befehle
GroebnerBasis und PolynomialReduce.

3. Reduzierte Grobnerbasen. Welche der folgenden endlichen Teilmengen von Q[z, y, z] sind
Grobnerbasen beziiglich der Monomordnung <=<¢x 7 Welche Teilmengen davon sind minimal
oder sogar reduziert 7

Gi={z+yy>—1} firz>y
Go={y+z,y*—1} firy>=z
Gz={a?+y> - lay—lLx+2°—y} firz>y
Gy ={zyz—l,x—y,y’z2—1} firz>=y>z

Man finde in allen Féllen die reduzierte Grobnerbasis. Vorsicht mit Gs.



4. Grobnerbasen beziiglich verschiedener Monomordungen. Man berechne mit MATH-
EMATICA eine Grobnerbasis fiir das Ideal I = {f1, f2, f3} C Q[z,y, 2] mit z = y > x; einmal
beziiglich <=<cx, und einmal beziiglich <==<gyjex:

| =2’y — 2yz + 1,
f y—2y

fo = xy? — 2% + 2z,
fa=vy*z—2>+5

5. Polynomiale Gleichungssysteme I. Sei K ein Korper der Charakteristik Null. Man be-
stimme alle Lésungen (z,y, z) € K3 des folgenden Gleichungssystems:

2y 4+ 4% —17=0
22y — 3> +8=0
zy® —bxy +1=0

6. Polynomiale Gleichungssysteme II. Man bestimme alle Lésungen (x,%,2) € K2 des
folgenden Gleichungssystems, und zwar einmal fiir K = R und einmal fiir K = C:

(z+y)’ ==z
(y+2)°=u
(z+2)° =y

7. Polynomiale Gleichungssysteme III. Man bestimme alle Matrizen in der Gruppe
SLy(Z]x]) mit normierten Polynomen vom Grad zwei, d.h. von der Form

Ao 2>+ a1z +ay 2% +bix+ by
T\ 22tz tceo 2+ diw+do

mit aq, as, by, ba, c1,ca,d1,do € Z. Um die Aufgabe nicht zu schwer zu machen, wollen wir a; = 0
annehmen.

Hinweis: Die Bedingung det A = 1 ist nach Koeffizientenvergleich mit dem konstanten Polynom
f =1 dquivalent zu folgendem Diophantischen Gleichungssystem:

a1 —by—c1+di =0

aydy +az —bicy —ba —co+day =0
a1d2+a2d1 —blcz—bgcl =0
asds —bacg —1 =10



Dieses Gleichungssystem hat viele Losungen, die unter anderem von den Losungen der sogenan-
nten Pellschen Gleichung

X?-DY*=1
erzeugt werden. Man betrachte folgende Beispiele von solchen Matrizen in SLy(Z[x]):

) 22+ 2r+1
Az =1 o 2
r°+2x—5 x°+4xr+2

2 -5 22 +4r+ 4
2 4+4r—14 22+ 8x+11
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+2—11 22+4+4x—2

2 =7 224+ 3r+1
22 4+3x—15 22462+ 2

x2—13 22 + 180z + 636
22 4+ 180z — 662 22 + 360z + 32387




